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English Abstract 

We give a difFerential géométrie framework for the description of (bi)niodules, mor- 
phisms and réduction of star-produets in déformation quantization in terms of mul- 
tidifferential operators along maps. We show that algebra morphisms deform Poisson 
maps and left modules on function spaces deform coisotropic maps. Let C be a closed 
coisotropic submanifold of a Poisson manifold M : a star-product on M is repre- 
sentable (as differential operators on the space of smooth functions) on C iff it is 
équivalent to a star-product for which the vanishing idéal 2r[[z/]] of C is a left idéal 
in the deformed algebra ("coisotropic creed" by Lu and Weinstein). Moreover, for 
symplectic réduction the fact is important that déformation of the vanishing idéal I 
as a subalgebra automatically is either a left or right idéal in case AI is symplectic. 
We show that a symplectic star-product is always representable on a coisotropic sub- 
manifold in case the reduced space exists, and we classify ail bimodule structures on 
the function space on C (with respect to the deformed and the reduced algebra) in 
terms of its first de Rham cohomology. We show that in the symplectic case there are 
obstructions to the representability of a star-product which are related to a differen- 
tial topological invariant of the foliation of the coisotropic submanifold, the so-called 
Atiyah-Molino class. If the latter vanishes, we prove that star-products with suitable 
Deligne classes can be represented. Finally, by a Fedosovian analysis we show that 
a Poisson map : Af — > M' between two symplectic manifolds is not always de- 
formable into an algebra morphism : the obstructions are once again related to the 
Atiyah-Molino class of the symplectic orthogonal bundle of the kernel bundle of the 
tangent map of : if this class vanishes, we show that (j) can be quantized subject to 
suitable conditions on the Deligne classes. The example of the cotangent bundle of 
the two-dimensional torus and complex projective space are discussed. 
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Introduction 



Depuis l'article fondateur de Bayen, Flato, Fr0nsdal, Lichnerowicz et 
Sternheimer en 1978 la quantification par déformation est devenu un 
domaine de recherche assez vaste qui couvre plusieur domaines algébriques 
comme la théorie des déformations formelles des algèbres associatives voir 
|3H] . et, plus récemment, la théorie des opérades et 

le domaine des variétés de Poisson qui inclut celui des variétés symplec- 
tiques, voir également |l()4j et [IH]. Plus précisément, on considère 

dans cette théorie une variété de Poisson (M, P) et l'algèbre commutative 
associative C°°(M, K) de toutes les fonctions de classe C°° sur M à valeurs 
dans K = R ou C. Un star-produit * = X]^o ^^^r sur M est une déformation 
formelle associative de la multiplication point-par-point Cq telle que Ci(/, g) — 
Cl (5',/) est égal à deux fois le crochet de Poisson P{df,dg) quels que soient 
f,g & C°°{M,]K). Les applications C,- sont des opérateurs bidifférentiels, 
et le paramètre formel u correpond à y dans des situations convergentes. 
L'algèbre déformée A = [C^iM, K)[[u]], *) sur l'anneau IK[[z/]] est interprétée 
comme algèbre d'observables quantiques. Deux star-produits * et *' sont dits 
équivalents lorsque les algèbres déformées sont isomorphes par rapport à une 
série formelle d'opérateurs différentiels dont le coefficient d'ordre est l'ap- 
plication identique. L'existence des star-produits a été démontrée pour le cas 
symplectique par De Wilde et Lecomte (1983 dans |121), par Fedosov (1985 
dans jinj) et par Omori, Maeda, Yoshioka (1991 dans jM])- La classification 
à équivalence près -dans le cas symplectique- a été obtenue par Deligne [10] , 
Nest/Tsygan [ÏÏTl, jH2j et Bertelsson/Cahen/Gutt jZj en termes des séries 
formelles à coefficients dans le deuxième groupe de cohomologie de de Rham 
ifJ^(M, K). En 1997 Kontsevitch a montré l'existence et la classification dans 
le cas d'une variété de Poisson générale, [7S] (voir également 0). 
Le grand avantage de cette approche est premièrement l'absence de toute ob- 
struction, deuxièmement la 'limite classique limjy^o' et donc la transition à 
la mécanique classique automatiquement installées, et troisièmement une de- 
scription en termes géométriques intuitives. La quantification par déformation 
décrit d'abord l'algèbre des observables sans faire référence à un espace 
(pré)hilbertien, ce qui est très raisonnable pour la comparaison de la sit- 
uation classique avec la situation quantique : les phénomènes 'bizarres' de la 
mécanique quantique, comme les verschrànkten Zustànde (les états enchevêt- 
rés) de Schrodinger dans la description d'un système composé de deux sys- 
tèmes, ne se montrent pas de manière ensembliste au niveau des observables : 
dans le cas classique on a C°°(Mi x M2, K) = C~(Mi, K)èC°°(M2, K), ce qui 
est un produit tensoriel topologique ainsi que dans le cas quantique usuel 011 
l'algèbre (stellaire) des observables B est donnée par 81^82- 
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Face à la classe d'algèbres associatives fournies par la quantification par 
déformation, les questions suivantes sont immédiates d'un point de vue algébrique : 

- Quels sont les modules A4 de A, i.e. les modules A4 et les 
applications ]K[[z/]]-bilinéaires 

p : Ax M ^ M 

avec 

p{f * 9){f) = pU')pi9){v) et p{ï)f = (p 

quels que soient f,gEAetipEAA7 

- Quels sont les morphismes de l'algèbre A dans A', i.e. les applications 
K[[z/]]-linéaires 

(^:A^A' 

avec 

Hf * g) = (Hf)) *' i^g)) et $(1) = ! 

quels que soient f,gEA'^ 
Néansmoins, l'étude de ces questions a commencé beaucoup plus tard que 
celle de l'existence et l'équivalence des star-produits, et on n'a pas encore 
beaucoup de résultats : 

Quant aux modules -qui sont à première vue très intéressants pour un physi- 
cien qui veut savoir comment les espaces hilbertiens de la mécanique quan- 
tique trouvent leur place dans cette théorie- je vois une des raisons dans le 
fait qu'une des principales motivations de la méthode de la quantification 
par déformation, conçue en 1978, a été l'objectif de se débarasser de l'espace 
de Hilbert utilisé en mécanique quantique usuelle et de tirer tout renseigne- 
ment sur le spectre et, plus généralement, sur les probabilités de transition 
de physique, directement de l'algèbre déformée. Pour cette fin, l'outil clef 
de l'école de Bayen, Flato, Fr0nsdal, Lichnerowicz et Sternheimer a été la 
star- exponentielle qui -interprétée dans un cadre distributionnel dépendant 
de la situation- a donné le spectre correct des principaux exemples de la 
mécanique quantique, voir [Hj. 

Quant aux morphismes : on ne voit pas beaucoup de morphismes d'algèbres 
d'observables en mécanique quantique entre deux systèmes de physique réels, 
mis à part les inclusions d'algèbres Ai ^ A qu'on rencontre entre autres dans 
la théorie des champs quantiques locale de Haag/Kastler (voir par exemple 
ou du type Ai — Ai^A2 provenant de la mécanique quantique de 
plusieurs particules et correspondant à des projections 

Ml X M2 

pri l (0.1) 
Ml 
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Pourtant, les modules ont apparu plusieurs fois dans un cadre de quan- 
tification par déformation : Fedosov a étudié des modules projectifs à un 
nombre fini de générateurs pour obtenir des résultats en ii'-théorie et théorie 
d'indice, voir [IH], |S2]- D'après le théorème de Serre/Swan, il s'y agit d'une 
déformation des espaces de sections de classe C°° d'un fibré vectoriel sur 
M. En outre, motivés par des questions du physicien mathématicien Klaus 
Fredenhagen, avec S.Waldmann on a étudié les représentations sur un es- 
pace préhilbertien du type Gel'fand-Naimark-Segal (GNS) pour les algèbres 
déformées, fH], tout en utilisant l'ordre nonarchimédien de l'anneau 
pour définir les fonctions linéaires positives. On avait ainsi retrouvé les repré- 
sentations de Schrodinger, de Wick et WKB. De plus, il n'est pas étonnant 
que pour certains calculs symboliques des opérateurs différentiels sur une 
variété Q (voir par exemple |117j pour des définitions) l'espace C°°{Q, IK)[[z/]] 
apparaisse comme module pour l'algèbre (C°°(T*(5, IK)[[z/]], *) avec le star- 
produit * bien-choisi, voir par exemple [3^ (oii une trace (voir également 
|U7j ) et la cohomologie cyclique ont été étudiées), [TT], [Tïï] et [inj. Mais il y a 
aussi des calculs symboliques qui ne définissent pas un star-produit sur T*Q^ 
voir les calculs invariants par l'algèbre de Lie s[(n + l. M) ou so(p+l, n— p+1) 
pour Q = M", voir [ZH] et |1H] et le calcul invariant par un changement pro- 
jectif de la connexion, ^T]. Finalement, S. Waldmann a continué l'étude des 
représentations GNS et de l'induction de Rieffel, arrivant (avec 

H. Bursztyn) à l'étude de l'équivalence de Morita de deux algèbres déformées 
non isomorphes, [211, El, EU et EH]- 

Les morphismes on été étudiés pour le cas particulier d'une symétrie, i.e. oii 
(p : U ^ A avec U l'algèbre enveloppante d'une algèbre de Lie g ou, plus 
généralement, un groupe quantique, c.-à-d. une algèbre de Hopf déformant 
l'algèbre enveloppante de q. L'analogue classique pour le premier cas est une 
application moment 

J:M^g\ (0.2) 

c.-à-d. une application de Poisson dans q* muni de la structure de Poisson 
linéaire. La déformation J : M — > de J est appelée application moment 

quantique par Xu, |118j . quand 

{10 * ilv) - ilv) * {10 = Ml[^,v]) 

quels que soient ^,1] & g. Un star-produit * sur C°°(M, K)[[z/]] qui admet 
une telle application est dit covariant, El- Fedosov a montré l'existence des 
star-produits covariants au cas oii les champs de vecteurs hamiltoniens X^jç) 
(avec ^ G g) préservent une connexion V sur M (par exemple dans le cas 
d'un groupe de Lie compact ou plus généralement pour une action propre 
d'un groupe de Lie), 1^2], [Hlj- 
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Un cas particulier de cette situation est donné par g abélienne (et M sym- 
plectique, J une submersion presque partout et 2 dim g = dim M) : dans ce 
cas on trouve des systèmes intégrables quantiques, voir par exemple [H2] , [HH] , 

m 

Une situation de la géométrie symplectique, pour laquelle on ne verrait 
pas -à première vue- une liaison avec les deux questions mentionnées ci- 
dessus, est donnée par la réduction symplectique, voir jHïïj, |113j . [T] : on 
considère une sous-variété coïsotrope i : C M d'une variété symplectique 
(M, u) (pour laquelle le fibré E des sous-espaces orthogonaux à tous les es- 
paces tangents fait partie du fibré tangent TC). Puisque E est intégrable, C 
est muni d'un feuilletage régulier, et on peut considérer l'espace des feuilles, 
TT : C — > Mj-ed- Au cas oii M^^d est muni de la structure d'une variété 
différentiable telle que la projection canonique n soit une submersion, l'espace 
réduit Mred est muni d'une structure symplectique c^red telle que 

i*U = 7!'*U!^ed (0.3) 

D'un point de vue de physique, la réduction symplectique est très impor- 
tante : la variété M correspond à une description 'à trop de degrés de lib- 
erté', mais qui est dans la plupart des cas 'plus simple pour le calcul'. C est 
le résultat des 'contraintes de physique' qui -s'ils sont 'first class' (c.-à-d. C 
coïsotropes)- 'agissent' sur C et y produisent des 'orbites de jauge'. L'espace 
réduit y est décrit par des choix de représentants locaux dans les feuilles, on 
'fixe la jauge'. ^ 

La réduction de Marsden-Weinstein [HB] est un cas particulier de cette con- 
struction oii C = J^^(O) pour la valeur régulière d'une application moment 
J. Ici les restrictions des fonctions invariantes par l'action de l'algèbre de Lie 
se projettent sur les fonctions sur l'espace réduit. En physique, on rencontre 
souvent des situations singulières où C n'est plus une variété, mais plutôt 
une variété stratifiée (voir [02] pour des définitions) ainsi que l'espace réduit, 
|l()3j et [ZZj. Malgré leur importance, je ne vais pas aborder ces sujets dans 
ce rapport. 

Dans les premiers travaux sur la quantification par déformation de la réduction 
symplectique, on n'a considéré que les deux variétés symplectiques M et 
Mred : plus précisément, on a voulu calculer un star-produit sur l'espace 
réduit en termes d'un star-produit sur M : Fedosov a appliqué sa construc- 
tion jlHl au cas d'une apphcation moment d'une action du cercle, voir jïïT] 

"'^Le point de vue de réduction adopté dans ce rapport est purement géométrique dans le 
sens que c'est seulement la sous- variété feuilletée C de M qui est étudiée et en général pas 
les éventuelles contraintes qui la définissent. J. Sniatycki m'a signalé qu'en physique on 
étudie également la réduction à l'aide de l'idéal engendré par un ensemble de contraintes 
spécifiques qui n'épuise en général pas l'idéal annulateur X de C. 
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et ensuite au cas d'une action d'un groupe de Lie compact, voir 53j ; une 
formule explicite pour un star-produit sur l'espace projectif complexe a été 
trouvée par réduction dans [21]. et pour les variétés de Grassmann dans 
|l()2j . Finalement, la réduction symplectique a été formulée -dans le cadre 
de la réduction de Marsden-Weinstein et la cohomologie BRST- entre autres 
pour le cas de l'action propre d'un groupe de Lie dans jl3j . 
On peut se poser la question de savoir quel est le rôle algébrique de la sous- 
variété coïsotrope C : à première vue, au diagramme de variétés différentiables 
correspond un diagramme d'anneaux commutatifs : 

M C°°(M,K) 

/ / 

C C°°(C,K) (0.4) 

\ \ 

TT TT* 

M,ed C°°(Mred,K) 

mais la variété C n'est en général pas une variété de Poisson telle que la 
projection vr soit une application de Poisson : par exemple, pour la sphère 
-vue comme sous-variété coïsotrope de M^- la projection tt est la fibration 
de Hopf sur Mred = 5^ = CP(1) ; s'il existait une structure de Poisson sur 
qui se projettait sur celle de S'^ (provenant de la forme de Fubini-Study) 
on aurait un feuilletage de codimension 1 sur S"^ qui serait transverse aux 
fibres de la fibration de Hopf, qui serait donc donné par un relèvement de 
l'action de SU{2) sur 5*^ et dont les feuilles seraient toutes difféomorphes à S'^ 
contrairement à un théorème de Novikov (1965) que les feuilles compactes ont 
la topologie du 2-tore. Alors on ne peut pas espérer que la quantification de 
C consiste également en une déformation associative formelle de l'algèbre de 
fonctions C°^(C, K). On obtient une indication en regardant l'idéal annulateur 
de C, 

X := {/ G C°°(M, K) I /(c) = V c G C}, (0.5) 

qui est un idéal par rapport à la multiplication point-par-point, mais -grâce à 
la coïsotropie- seulement une sous-algèbre par rapport au crochet de Poisson. 
Alors il n'est pas dur à deviner que la quantification de T devrait être 'une 
moyenne entre idéal et sous-algèbre', alors un idéal unilatéral dans l'algèbre 
déformée (C°°(M, K) [[z/]], *). On a été très fier à Freiburg de cette idée en 1997 
en étudiant la réduction symplectique quantique, jusqu'à notre découverte de 
l'article de Jiang Hua Lu [81,j de 1993 (sur l'action des algèbres de Hopf) dans 
lequel elle a déjà parlé de la quantification de I en tant qu'idéal unilatéral 
comme ^ coisotropic creed sans toucher à la quantification par déformation. 
Si l'idéal annulateur déformé X est un idéal à gauche et en plus isomor- 
phe -en tant que K[[z/]] -module- à X[[z/]], alors le quotient C°°(M, K)[[z/]]/X 
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serait isomorphe à C°^(C, ]K)[[z/]] et muni de la structure canonique d'un 
C°°(M, K)[[î/]]-module à gauche. Nous avons étudié la déformation de l'idéal 
annulateur -dans le cas particulier de la réduction de Marsden-Weinstein- 
dans uni en 1999. 

On est donc mené à interpréter le diagramme l( ) .41 comme l'action de l'algèbre 
C°°(M, K)[[iy]] et également de C°°(Mred, sur C°°(C, K)[[z/]], alors comme 

un himodule par rapport à ces algèbres, chose que j'ai apprise par Alan We- 
instein. En outre, il est bien connu que l'algèbre de Poisson des fonctions C°° 
sur l'espace réduit se décrit comme quotient A/'(X)/X oii 

M{I):={f eC^{M,K) \{f^g}el^ gel} (0.6) 

désigne l'idéalisateur de Lie de X qui est bien connu dans la théorie de 
BRST, voir par exemple jJJ,. Une notion plus faible de la réduction serait 
de déformer N'{T) et l'idéal annulateur seulement comme sous-algèbres de 
l'algèbre déformeée telles que la déformation de X ne soit un idéal bilatère 
que de la déformation de Af(X). Ainsi on aurait aussi une algèbre quotient 
bien définie qui correspondrait à l'algèbre réduite. 

Toutes ces considérations montrent que la théorie des (bi) modules en 
quantification par déformation n'est pas négligeable si on essaie de com- 
prendre la réduction symplectique. De plus, si la codimension de la sous- 
variété coïsotrope C est strictement positive, l'espace C°°(C, K) en tant que 
C°°{M, K.) -module n'est plus projectif, donc on ne peut en général plus utiliser 
les résultats positifs de la quantification des modules projectifs qui sont cités 
ci-dessus. A priori, l'existence des représentations n'est pas évidente, et il 
faut étudier 'die Bedingungen der Môglichkeit von Darstellung ûberhaupt', 
i.e. les obstructions possibles. 

Dans ce rapport, je voudrais bien étudier les morphismes, les modules 
et la réduction dans le cadre de la quantification par déformation. Il y a 
plusieurs objectifs : 

1. Etablissement d'un cadre de géométrie différentielle qui permet de 
spécifier la classe des morphismes et des modules qu'on va regarder. 
Ici surtout les opérateurs multidifféentiels le long des applications se 
montrent très utils. 

2. Identification des 'limites classiques' des morphismes et des représen- 
tations (sur l'espace de fonctions C°° à valeurs dans K sur une variété 
C) : applications de Poisson et applications coïsotropes. 

3. Réduction des trois problèmes des morphismes, des modules et de la 
réduction symplectique au seul problème des modules. 
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4. Classification des bimodules apparaissant dans la version quantique de 
la réduction. 

5. Etude des obstructions (récurrentes et totales) pour la représentabilité 
d'un star-produit sur une sous-variété coïsotrope : ici un invariant de 
feuilletage (la classe d'Atiyah-Molino) jouera un rôle décisif. 

6. Description d'une classe d'exemples pour lesquels la représentation est 
possible. 

7. Etude des obstructions totales pour le problème de la quantification des 
morphismes de Poisson entre deux variétés symplectiques 

8. Description d'une classe d'exemples pour des morphismes de Poisson 
quantifiables. 

On a obtenu les résultats suivants : 

Le paragraphe m sert de rappel de plusieurs notions dont j'aurai besoin par 
la suite : les variétés et les applications de Poisson (paragraphe !! . Ij) . la théorie 
(algébrique) des sous- variétés (paragraphe 11.2p . les sous- variétés et applica- 
tions coïsotropes (paragraphe 11.3p . les variétés feuilletées (paragraphe ll.4|) . 
la réduction symplectique (par graphe 11. 5|) . les opérateurs multidifférentiels le 
long des applications (paragraphe 11. fjj) et les star-produits (paragraphe 11. 7j] . 

En paragraphe 12.111 . on montre d'abord le résultat sans doute bien connu 
que tout morpMsme^ : (C°°(M, K) [[z/]], *) (C°°(M', K)[[z/]], *') entre deux 
algèbres déformées est la déformation du puU-back avec un morphisme de 
Poisson (j) : M' —>■ M (voir le lemme . Alors il est naturel d'introduire la 
notion d'un morphisme différentiel (voir la définition I2.2|l qui est donné par 
une série d'opérateurs différentiels le long de (voir le paragraphe ll.fi|l et de 
poser le problème de la quantification des applications de Poisson. De plus, 
on établit le lien entre les morphismes et les applications moment quantiques 
de Xu |118j , voir la proposition 12.21 

En paragraphe 12.21 on donne une définition d'une représentation p de 
l'algèbre déformée (C°°(M,K),*) comme un homomorphisme dans l'algèbre 
associative de toutes les séries formelles à coefficients dans l'algèbre des 
opérateurs différentiels des sections d'une fibré vectoriel E sur une variété 
C (définition 12. 3|) et les définitions usuelles des bimodules (l'éqn ()2.5p ). des 
équivalences fdéfinition l2.4|) de représentations et des haisons entre deux star- 
produits et leurs représentations (oii on admet des morphismes (l'éqn ()2.(ij) ). 
En particulier, pour le fibré trivial C x K on peut montrer (proposition I2.3|l 
que 'la limite classique', i.e. le terme d'ordre de la représentation est donné 
par po(/)v^ = {i*f)f où ï : C — > M est une application coïsotrope (définition 
ll.ip . i.e. pour laquelle Keii* est une sous-algèbre de Poisson de C°°(M, K). 
Ceci provoque la définition d'une représentation différentielle où les coeffi- 
cients pr de la représentation sont des opérateurs bidifférentiels le long des 
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applications i : C ^ M et id : C C (définition 12.6p . En particulier, 
pour une sous-variété coïsotrope C d'une variété de Poisson le problème de 
la représ entabilité d'un star-produit donné se pose, i.e. si on peut trouver 
une représentation différentielle sur les fonctions sur C qui déforme l'appli- 
cation de restriction i* (définition I2.7|l . Cette déformation de l'application 
de restriction a déjà été étudiée dans le contexte BRST de la réduction de 
Marsden Weinstein dans [12]. De plus, il n'est pas dur à voir qu'un star- 
produit est représentable sur C si et seulement s'il est représentable dans 
un voisinage ouvert (par exemple un voisinage tubulaire) de C (corollaire 
12.11) . On rappelle quelques calculs symboliques des opérateurs différentiels 
sur une variété différentiable Q qui forment des exemples importants des 
représentations différentielles des star-produits sur T*Q, voir |117j . [TUj . et 
on en tire la conclusion que dans une carte contractile de sous-variéte la re- 
striction de tout star-produit symplectique est représentable (corollaire 12. 2j) . 

On donne deux définitions possibles de la réduction symplectique quan- 
tique par rapport à une sous- variété coïsotrope fermée C en paragraphe 12.31 : 
On appelle un star-produit projetable si les ]K[[î/]]-modules X[[z/]] et A/'(X)[[z/]] 
sont des sous-algèbres de (C°°(M, K) [[z/]], *) avec X[[z/]] un idéal bilatère 
dans A/'(X)[[z/]] (définition I2.9|l . Il est immédiat que le ]K[[î^]]- module quotient 
A/'(X)[[z/]]/X[[z/]], qui est isomorphe à C°°(Mred, IK) [[z/]], est muni d'un star- 
produit (proposition I2.5|l pour lequel il existe une formule explicite ()2.14j) en 
termes du star-produit sur M. On appelle un star-produit réductible lorsqu'il 
est équivalent à un star-produit projetable fdéfinition l2.9|) . On peut en définir 
une version locale (pour des quotients locaux) (définition I2.11|l . 
La deuxième version est celle du ' coisotropic creed de Lu et Weinstein, |RT] . 
où on essaie de réaliser C°°(C, K)[[v]] comme C°°(M, K) [[î/]]-C°°(M,ed, 
bimodule f définit ion I2.10p . En particulier, dans ce cas le star-produit sur M 
doit être représentable sur C. 

D'après un théorème de Weinstein, jll4l| . le graphe d'une application de 
Poisson : M' — > M est une sous- variété coïsotrope de M' x M difféomorphe 
à M' . En paragraphe 13 . Il on montre que la déformation de (f) en tant que mor- 
phisme de star-produits (par rapport à * et *') est équivalent à la déformation 
de C°°(M', en tant que *-*'°pp bimodule (proposition l3.H) : donc, si l'on 

élarge les ensembles de morphismes Hom{A, B) de la catégorie des algèbres 
associatives sur ]K[[z/]] par les classes d'isomorphie des ^-i3-bimodules étant 
projectifs et à un nombre fini de générateurs en tant que i3-modules à droite 
(voir par exemple [10]), on n'aura pas plus d'espace pour déformer les appli- 
cations de Poisson. 

En paragraphe 13.21 on montre d'abord le résultat assez utile que tout 
star-produit * représentable sur une sous-variété coïsotrope est équivalent à 
un star-produit *' adapté à la sous-variété, i.e. pour lequel l'idéal annula- 
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teur X[[z/]] est directement un idéal à gauche de voir la proposition 13.21 
le théorème 13.11 et la définition 13.11 II est clair que les star-produits adaptés 
ont des représentations canoniques sur les fonctions sur la sous-variété. La 
généralisation de cette définition aux opérateurs multidifférentiels adaptés, 
i.e. C(/i, . . . , fk-i, g) eX quels que soient g e I, fi, . . . , fk-i e C°°(M, K), 
est une opérade (donc fermée par le crochet de Gerstenhaber) et joue un rôle 
décisif pour la formulation d'une 'formalité adaptée\ voir P pour plus de 
détails. Une autre étude de formalité liée aux sous-variétés coïsotropes a été 
faite par Cattaneo et Felder dans en utilisant des graphes de Kontsevitch 
avec deux types d'arêtes. Si deux star-produits adaptés sont équivalents à 
l'aide d'une transformation d'équivalence adaptée, alors leurs représentations 
canoniques sont équivalentes fproposition l3.4p . D'un autre côté, il est possible 
que deux star-produits adaptés soient équivalents, mais pas via une trans- 
formation d'équivalence adaptée, voir l'exemple de la réduction de l'espace 
projectif complexe en paragraphe lfi.2l Mais dans le cas symplectique, si le pre- 
mier groupe de cohomologie verticale de C (voir l'éqn ()1.22|) du paragraphe 
ll.4|) s'annule, la réciproque de la proposition 13.41 est vraie fthéorème 13. 2^ . 
Le commutant d'une représentation d'un star-produit * sur une sous-variété 
coïsotrope, i.e. l'algèbre de tous les homomorphismes de modules est étudié 
dans la définition 13.21 et montré d'être égal à l'idéalisateur à droite M*{T) de 
X[[z/]] modulo X[[z/]] en proposition 13.31 Pour un star-produit projetable et 
adapté, on montre dans la même proposition 13.31 que le commutant est ainsi 
anti-isomorphe à l'algèbre réduite. 

Les sous-variétés coïsotropes qui ne posent aucun problème de représen- 
tation sont les sous-variétés lagrangiennes, i.e. des sous-variétés coïsotropes 
de dimension minimale des variétés symplectiques : en utilisant un théorème 
de Weinstein [ 112 ; disant qu'il existe un voisinage tubulaire autour de toute 
sous-variété lagrangienne fermée i : L ^ M qui est symplectomorphe à un 
voisinage ouvert de la zéro-section de T*L, on montre qu'un star-produit 
* est représentable sur les fonctions sur L ssi la restriction de la classe de 
Deligne de * à L, s'annule (corollaire 13.21 en paragraphe I3.3|l . De plus, 

les classes d'isomorphie se classifient par les séries formelles à coefficients 
dans le premier groupe de cohomologie de de Rham de L. Le théorème clef 
pour ces énoncés est une étude du calcul symbolique sur L, voir le théorème 
13. 3[ qui a été faite presque entièrement déjà dans [TII] . 

Le cas d'une sous-variété coïsotrope i : C ^ M d'une variété symplec- 
tique (M, oj) pour laquelle l'espace réduit Mred existe est traité en paragraphe 
13.51 On résout complètement les problèmes de (bi)modules et de réduction en 
donnant ainsi une réponse partielle à une question -posée par Weinstein- de 
savoir quelles sont les condition d'existence et une classification des bimod- 
ules, voir le théorème 13.51 : en utilisant le fait montré par Weinstein que la 
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sous- variété C se plonge comme sous- variété lagrangienne de M x M^^à (voir 
le diagramme ()0.4p ) et le corollaire 13.21 dans le paragraphe 13.31 qui précède, 
on montre qu'il existe une représentation d'un star-produit [*] sur les fonc- 
tions sur C ssi la restriction de la classe de Deligne de * à C, est une 
classe basique, i.e. = tï*(5 avec {3 une série formelle à coefficients dans 
iïJ^(Mi.ed, IK). Il s'ensuit que le star-produit * et un star-produit *r sur M^ed 
admettent un bimodule (qui déforme i et vr) si et seulement si l'analogue 
suivant de la relation ()0.3|1 entre les formes symplectiques sur M et sur Mred 
est vrai : 

z*[>K] = 7r*K]. (0.7) 

Les classes d'isomorphie de *-*r-bimodules sur C sont classés par les séries 
formelles à coefficients dans iï^^(C, K). En outre, on a une équivalence en- 
tre l'existence d'un star-produit projetable sur M et le coisotropic creed : le 
théorème clef -pour le cas symplectique- est le fait que la déformation de 
l'idéal annulateur X en tant que sous-algèbre est automatiquement un idéal 
unilatéral (théorème 13.41 en paragraphe 13. 4|) . Finalement, l'algèbre réduite 
s'avère toujours comme le commutant de la représentation de * sur C. Le 
cas de la réduction Marsden Weinstein d'un fibré cotangent a récemment été 
traité de façon détaillée par Kowalzig, Neumaier et Pflaum dans [7^ . 

On étudie les obstructions à la représentabilité d'un star-produit sur une 
sous-variété coïsotrope en paragraphe |3 : les obstructions récurrentes, i.e. 
celles qui se posent de nouveau à chaque ordre de la construction, sont faciles 
à trouver : puisque tout star-produit représentable est équivalent à un star- 
produit adapté, il suffit d'étudier les derniers, et on montre dans le théorème 
14.11 que les obstructions récurrentes se trouvent dans ifp(C, K), le deuxième 
groupe de cohomologie BRST -pour lequel un cocomplexe est donné par les 
sections du fibré normal ATM\c/TC, voir le lemmeEU Dans le cas symplec- 
tique, ce groupe coïncide avec le deuxième groupe de cohomologie verticale. 
Un corollaire immédiat est un résultat de P.GloBner de 1998 : si C est 
de codimension 1, alors * est toujours représentable, voir le théorème 14.21 
Ceci n'est pas aussi étonnant : dans le cas oii C est l'image réciproque pour 
la valeur régulière d'une fonction C°° à valeurs réelles J, l'idéal annulateur 
est l'ensemble des multiples de J, donc un module projectif de C°°{M, K) qui 
est quantifiable. 

Mais comme dans le cas du premier théorème d'existence d'un star-produit 
symplectique de Neroslavski et Vlassov [001 (^^ 1981) pour lequel on avait 
besoin de supposer que H^j^{M,K) s'annule, les obstructions récurrentes ne 
donnent pas en général de vraies conditions nécessaires (car il y a des star- 
produits sur T*S^, voir [0]). En paragraphe 14.51 i'ai calculé les obstructions 
'totales' jusqu'à l'ordre 3 pour la représentabilité d'un star-produit symplec- 
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tique sur une sous-variété coïsotrope : pour le faire, il faut vérifier tous les 
star-produits jusqu'à l'ordre 3. Cette tâche assez fastidieuse se simplifie un 
tout petit peu (mais vraiment pas trop) en utilisant le théorème de We- 
instein/Gotay sur un voisinage tubulaire de C et le fait qu'il existent 
des connexions symplectiques adaptées à cette situation, voir le paragraphe 
14 .31 Jusqu'à l'ordre 2 on peut calculer le star-produit symplectique général * 
adapté (théorème 14. 8p : la seule obstruction est 



i.e. la restriction du coefficient d'ordre de la classe de Deligne [*] de * aux 
feuilles doit s'annuler, condition qui ne pose aucun problème. En théorème 
\4.i)\ on calcule les obstructions à l'ordre 3 et on obtient 



- E est le sous-fibré de TC tangent aux feuilles, 

- «0 est un représentant de la classe [*]o, 

- P (avec k = 1,2,3) désigne un accouplement de deux 1-formes le 
long des feuilles à valeur dans la kme puissance symétrique du fibré 
TC /E qui est formé de k copies de la structure de Poisson P, 

- [i*a;o](i,i) est la classe de ao vue comme 1-forme le long des feuilles à 
valeurs dans TC/E, et 

^ i^am{C,E) est la classe d'Atiyah-Molino de la variété feuilletée C, un 
invariant de feuilletages qui est représentée par une 1-forme le long des 
feuilles à valeurs dans S^(TC/E) donnée par une partie du tenseur de 
courbure d'une connexion symplectique adaptée (théorème 14 .511 . 
Je ne vois pas comment en général le terme contenant la classe d'Atiyah- 
Molino dans la condition nécessaire ()0.9p puisse être compensé par «o et 

Ml. 

En paragraphe El on étudie d'abord le problème de la quantification d'une 
application de Poisson entre deux variétés symplectiques (M, uj) [M', uj') : 
une telle application a localement la structure d'une projection d'un produit 
cartésien sur un des facteurs, (voir l'éqn ()0.1|) ). mais globalement la situation 



Pvi*[*]o = 



(0.8) 




P"{^am{C,E),kam{C,E)) 

+^P^'\[z*ao](i,i), [^*ao]il,l))-p.^*[*]l = 0, (0.9) 



ou 



M' X M' 
M' 



est remplacée par | avec TM = E (B Ker T(j) 
M' 



M 
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où (f) : M —>■ M' est une variété fibrée sur l'ouvert (f){M) de M' dont les fibres 
sont symplectiques et le fibré orthogonal E (par rapport à u) est intégrable 
(voir la proposition 11.11 et |33| p. 76/77]). Alors M est une variété munie de 
deux feuilletages symplectiques transverses dont le feuilletage vertical n'a pas 
de classes caractéristiques intéressantes, tandis que le feuilletage horizontal 
peut a priori être nontrivial. On démontre d'abord dans le théorème 15.21 en 
paragraphe 15.11 que le problème admet une étude fedosovienne, qui est rap- 
pelée dans le théorème 15.11 Grosso modo, il faut et il suffit d'arranger les 
constructions de Fedosov sur M et M' de manière à ce que les deux dérivées 
de Fedosov soient '(j)-liées'. La proposition 15 .Hl donne une condition suffisante 
et nécessaire pour la quantification de : on obtient toujours une déformation 
de la multiplication extérieure des formes différentielles le long du fibré hor- 
izontal et une déformation de la différentielle de le long de E qui reste une 
dérivation graduée, mais n'est pas de carré nul. Si on calcule les deux premiers 
termes de cette condition on obtient exactement les mêmes obstructions que 
pour la représentabilité ()0.8p et ()0.9|) : ici c'est la classe d'Atiyah-Molino du 
fibré horizontal qui entre dans la condition nécessaire f théorème 15. 3|) . D'un 
autre côté : si la classe d'Atiyah-Molino du fibré horizontal s'annule et les 
deux classes de Deligne sont 'en quelque sorte (p-liées', il existe une quantifi- 
cation de (j), (théorème I5.4|l . 

Le paragraphe l5.2l sert à généraliser l'astuce de Weinstein de plonger une sous- 
variété coïsotrope C, pour laquelle l'espace réduit M^ed existe, dans M x Mred 
comme sous- variété lagrangienne (utilisée pour le théorème 13. 5|) : la projec- 
tion 

M X Mred 



ixn j 

/ ^ / 

C i pri est remplacée par C | 

i i 

\ \ 

M M 



où E'^ est une variété symplectique et cj) est une application de Poisson (donc 
une submersion) dont les fibres sont des espaces réduits locaux (théorème 15. 5|1 . 
De plus, C se plonge de façon naturelle dans en tant que sous-variété la- 
grangienne. Finalement, si la classe d'Atiyah-Molino de la variété feuilletée C 
s'annule, il en est de même avec la classe d'Atiyah-Molino du fibré horizontal 
de E^. 

En paragraphe 15.31 on utilise la construction précédente de E'-' pour contru- 
ire une représentation d'un star-produit sur M sur les fonctions sur C si 
la classe d'Atiyah-Molino de C s'annule (théorème I5.(j|l : puisque la classe 
d'Atiyah-Molino du fibré horizontal de i?*" s'annule, alors on peut quan- 
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tifier l'application de Poisson cf) d'après le théorème 15.41 Par conséquent, 
on peut considérer C°°(M, K)[[z/]] comme sous-algèbre de C°°(i?'", K) [[z/]], et 
cette dernière algèbre admet une représentation sur les fonctions sur la sous- 
variété lagrangienne C pourvu que les classes de Deligne soient bien choisies. 
Un cas particulier de ce théorème est donné par C égale à l'image réciproque 
J~^(0) d'une application moment associée à l'action propre hamiltonienne 
d'un groupe de Lie, voir le corollaire 14. 4t résultat qui a déjà été traité dans 

m 

Comme illustration, j'ai inclus deux exemples, celui du fibré cotangent du 
2-tore en paragraphe 16.11 (qui provient de [^) et de la réduction symplec- 
tique C"'"'"^\{0} ^ CP{n) en paragraphe 16. 21 qui a également été traité avant 
dans 120! 6t [108J : ici on construit des star-produits adaptés explicites, 
et on montre qu'un star-produit adpaté projetable peut être équivalent à un 
star-produit adapté non projetable (pour le cas de T*T^) et que deux star- 
produits adaptés projetables équivalents peuvent avoir des algèbres réduites 
non isomorphes (pour le cas de l'espace projectif). 

Ce rapport couvre une partie de mes activités de recherche entre 2000 
et 2003 dont j'ai donné plusieurs exposés : j'ai présenté la proposition 13.11 
le 23 novembre 2000 à Strasbourg. Vivant pendant une certaine période 
'zm dogmatischen Schlummer' qu'il n'y ait pas d'obstructions du tout à 
la représentabilité des star-produits, j'ai découvert l'obstruction à l'ordre 3 
(l'éqn ()0.9|) ) contenant la classe d'Atiyah-Molino -mais sans le terme quadra- 
tique en en été 2001 en faisant une étude fedosovienne, et je l'ai exposée 
la première fois le 27 septembre 2001 lors d'un atelier organisé par l'Institut 
Max Planck des mathématiques appliquées aux sciences à Leipzig. Pendant 
le 'Joint seminar Bruxelles- Warwick' à l'ULB Bruxelles, le 15 mars 2002, 
j'ai présenté les obstructions récurrentes (proposition 14. 1|) et le théorème 
de réduction 13.51 avec la relation ()0.7|1 des deux classes de Deligne. Finale- 
ment, j'ai rapporté sur l'ensemble de tous les résultats de ce rapport -sauf 
la démonstration très technique de la formule le théorème 13.41 et le 

théorème 13 . 21 dont la première version était fausse comme j'ai remarqué après 
une conversation avec Nikolai Neumaier au mois de janvier 2004- lors de l'ate- 
lier 'Quantisation of Poisson spaces with singularities' à Oberwolfach, le 22 
janvier 2003. 
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Notations 

Le symbole K désignera le corps de tous les nombres réels. M, ou le 
corps des tous les nombres complexes, C. Pour deux variétés difïérentiables 
M et M', le symbole C°°{M, M') désigne l'ensemble de toutes les apphca- 
tions de classe de M dans M'. Pour un fibré vectoriel E sur une variété 
difïérentiable M, on écrira r°°{M,E) pour l'espace de toutes les sections 
de classe C°° du fibré E. On ne notera pas la différence entre V^^M.E) et 
sa complexification quand l'anneau C°^(M, C) agit sur r°°(M, iï^). Le sym- 
bole pri (resp. pr2) représentera toujours la projection sur le premier facteur 
Ml X M2 ^ Ml (resp. sur le deuxième facteur Mi x M2 ^ M2) d'un produit 
cartésien de deux ensembles. 
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1 Définitions préliminaires 



Dans ce paragraphe, on rappelle quelques notions autour de la géométrie 
de Poisson qui sont plus ou moins connues, voir par exemple |l()7j et [SB]- 

1.1 Variétés et applications de Poisson 

Soit M une variété différentiable et P un champs de bivecteurs appar- 
tenant à r°°(M, A^TM) = r°°(M, {K^T*M)*). Le champ s'appelle structure 
de Poisson lorsque le crochet de Poisson associé à P sur deux fonctions 

{f.9}p ■■= {f.g} ■■= P{df,dg) quels que soient f,ge C°°(M,K) (1.1) 

satisfait l'identité de Jacobi 

{{f,9},h} + {{hJ},g} + {{g,h}J} = 

quelles que soient f,g,h G C°°(M, K). Le couple {M,P) est dite variété de 
Poisson. L'espace C°°{M, K) muni de la multiplication point-par-point et du 
crochet de Poisson (jl.lj) est une algèbre de Poisson : ceci est une algèbre 
associative commutative unitaire sur K munie d'une structure d'algèbre de 
Lie { , } telle que les équations de compatibilité {fg, h} = f{g, h} + {/, h}g 
soient satisfaites quelles que soient f,g,hE C°°{M, K). 

Chaque structure de Poisson P induit le morphisme de fibrés vectoriels 
suivant : 

pi . T*M TM ■.a^P{,a). (1.2) 

Le champ hamiltonien Xf de / G C°°(M, K) est définie par Xf := P\df), et 
il vient = —Xy^g^ quelles que soient /, G C°°(M, K). 

Soit (M', P') une autre variété de Poisson et s, t G M. Pour (m, m') G Mx 
M' on note : T^M T„M x T^,M' -.v^^v, 0) et i[^^^,^ : T^,M' 

TmM X Tjn'M' : W ^^ {0,w). On écrit P(i) := {i(m,m') ^ i{m,m'))Pm 

et PI2) im,m') ■= (^(m,-') H s'cUSUit qUC sP^i) + tP[^^ CSt UUC 

structure de Poisson sur la variété produit M x M' . 

On rappelle qu'une variété symplectique (M, oj) est une variété différentia- 
ble M munie d'une 2-forme uj fermée non dégénérée. A l'aide de l'isomor- 
phisme de fibrés vectoriels lJ' : TM ^ T*M : X ^{X, ) on définit le 
champ de bivecteurs P := uj{i^iJ')~^, (cj'')^^) qui est une structure de Pois- 
son. 

En outre, pour une algèbre de Lie réelle (0, [ , ]) de dimension finie, son 
espace dual g* est une variété de Poisson : Pg au point a G g* est définie par 

Pg ^ := a{[ , ]. 
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Soient (M, P) et (M', P') deux variétés de Poisson. Une application (p : 
M M' de classe C°° s'appelle application de Poisson lorsque P et P' sont 
0-liées, c.-à-d. 

{Tm(p ® Tm(p) {Pm) = P'^i^m) Q^el que soit m e M, (1.3) 

d'oii 

P'^\^^ = Tm^ Pl iTm(py quel que soit m G M. (1.4) 
On voit aisément que l'application 

(f)* : C°°(M', K) C°°(M, K) : ^ ^ ^ o 

est un homomorphisme d'algèbres de Poisson, c.-à-d. : 

<P*{9i92) = {ct>*9iW92) (1.5) 
<P*{9i.92}' = {<P*9iA*92} (1.6) 

quelles que soient gi,g2 G C°°{M' ,K). Réciproquement, pour une application 
K-linéaire H : C°^{M',K) C°°(M,]K) satisfaisant les deux équations (IT3|l 
et p.6|) (oii 0* est remplacé par H) il existe toujors une unique application 
de Poisson (p telle que S = 0* : d'après l'exercice de Milnor (voir [72j, p. 301, 
Cor. 35.9) il existe un unique G C°°{M, M') telle que S = 0*. La deuxième 
équation ()1.6|1 entraîne que est de Poisson puisque tout champ de bivecteurs 
est déterminé par ses valeurs sur df ® dg, on f,g G C°°{M', K). 
On note que le noyau de 0* est un idéal de Poisson dans C°°(M',K). 

Dans le cas {M',P') = (g*,Pg), une application de Poisson J : M ^ g* 
est appelée une application moment. Une définition équivalente est 

{{J,0^ (J^V)} = {J, [^,V]) quels que soient ^, r/ G g. (1.7) 

La définition classique d'une application moment par J.-M. Souriau com- 
mence par une action gauche d'un groupe de Lie G sur M, G x M — > M : 
{g, m) gm =: $c,(m) telle que (i) l'algèbre de Lie de G soit égale à g, (ii) 
l'action préserve la structure de Poisson, c.-à.-d. toutes les $g sont des ap- 
plication de Poisson, {iii) il existe une application de classe J : M ^ q* 
satisfaisant ()1.7j) . (iv) les champs hamiltoniens coïncident avec les 

générateurs infinitésimaux ^m(^) := d/dt(^exp(t^)m)\t=o et (f) J est G- 
équivariante : J{gm) = Ad*{g)(^rnj W g & G. Ici, les propriétés (iv) et (f) 
impliquent la propriété {iii). 

Si M est une variété symplectique de dimension 2n, g une algèbre de Lie 
réelle abélienne de dimension n et si l'ensemble de tous les points singuliers 
de J est négligeable (par rapport à la mesure de Liouville u;^") l'application 
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moment est dite un système hamiltonien complètement intégrable (au sens 
de Liouville). 

La description des applications de Poisson se simplifie beaucoup dans le 
cas symplectique (voir aussi PF, p. 76/77]) : 

Proposition 1.1 Soient (M, eu) et {M',uj') deux variétés symplectiques et 
(j) : M ^ M' une application de Poisson. 

1. (j) est une submersion et son image est une sous-variété ouverte de M' . 

2. Le sous-fibré F := Ker T0 de TM est symplectique (et intégrable) et 
son complément symplectique E := F'^ est symplectique et intégrable. 

3. Soit f : M' — 5> M une fonction de classe C°° . Alors le champs hamil- 
tonian Xj/q^ a ses valeurs dans E, et Xfio^ et le champs hamiltonien 
X'ji sont (l)-liés, c.-à-d. T0 Xfio^f) = Xj-, o 0. 

4. La restriction de u à E est égale à la restriction de (f)*uj' à E. 

Démonstration: Soient P et P' les structures de Poisson associées aux formes 
symplectiques uj et uj' . 

1. Soit m' G M' tel qu'il existe m G M avec (/)(m) = m' et soit v G T^iM' . Puisque 
P' est nondégénérée il existe une 1-forme a G T^'M'* telle que P^^a = v. En 
utilisant l'équation (|1.4j) on voit que Tm4> Pm {Tm4>)*C( = v ce qui montre que Tcj) 
est surjective, donc (j) est une submersion. Il est bien connu que chaque submersion 
est une application ouverte : en particulier, l'image de (p est un ouvert (et donc 
automatiquement une sous- variété) de M' . 

2. Puisque (j) est une submersion, le noyau := Ker Tmcj) est de dimension con- 
stante quel que soit m S M et définit donc un sous-fibré de TM qui est automa- 
tiquement intégrable, les sous-variétés intégrales étant les composantes connexes 
des images réciproques (p~^{m') pour tout m' dans l'image de (p. Considérons pour 
chaque m G M le sous-espace 

:= {Pi {T^<j)ra | m G M, a G r^(„)M'*}. 

D'après le premier énoncé, la restriction de à Em est une surjection sur l'espace 
tangent T^Çm-^M'. D'un autre côté, puisque Em est paramétré par T(^(m)M'* il 
s'ensuit que Em et T^(^m)^' ont la même dimension, et Tm^p restreinte à Em est 
un isomorphisme. Par conséquent, l'intersection de Em et Fm s'annule et TmM = 
Fm®Fm quel que soit m G M. Il suffit de montrer que Em et Fm sont orthogonaux 
par rapport à uj pour que Em et Fm soient de sous-espaces symplectiques de TmM : 
soient w G Fm et a G T^(„)M*. Alors 

iOm{PL {Tm(t))*a, w) = ^^(^m (^in (/>)*«) (tt;) = ((T^^)*») (u;) = a{Tm(l3 w) = 

puisque Tm4> t« = 0. Le fait que le sous-fibré E soit intégrable sera démontré après 
la démonstration du prochain énoncé. 
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3. Soit V un champ de vecteurs à valeurs dans F. Alors : 

u;{Xf,oc^, V) = d{f' o 0) {V) =df'o<p (Tel) V) = 0, 

et il s'ensuit que Xj/ocf, est à valeurs dans E. Soit g' : M' M une autre fonction 
de classe C°°. Alors 

dg' o (j) {T(j) Xfiocf,) = d{g' o (p) {Xfio^) 

= Uj[Xglo(j,,Xflo(j)) 

= {g' O 4>, f O (j)} par définition du crochet de Poisson 
= {g' , f'}' o (p parce que cp est un morphisme de Poisson 

= dg' o (/) {X'j, o (/)) 

ce qui montre que les champs hamiltoniens ^/'oçi et Xj, sont 0-liés. Pour l'intégra- 
bilité du fibré E il suffit de faire un calcul local : grâce à ce qu'on vient de 
démontrer, les champs hamiltoniens Xfocf, forment une base locale des sections 
de classe C°° de E. Alors, puisque 

on voit l'intégrabilité du fibré E. 

4. Il suffit de vérifier l'équation énoncée sur deux champs hamiltoniens Xfocf, et 
Xgiofj,- Alors : 

w(X//oçi,Xg/o^) = {/' o(j),g' o(f)} = {f\g'}' ocf) = J o(l){X'f, o (j),X'g, o (f)) 
= uj'o <f){T(f) Xfio4>, T(f> Xgio(f,) = 4>*uj'{Xf'o^,Xgio(t,) 
ce qui montre le dernier énoncé. □ 



1.2 Sous-variétés 

Soit M une variété différent iable de dimension n et i : C M une 
sous- variété fermée de M de dimension n — k. Soit 

le := X := {/ G C°°(M, K) \ f{c) = Vc G C} (1.8) 

l'idéal annulateur de C . Soient TC le fibré tangent de C, TM\c (resp. T*M\c) 
la restriction du fibré tangent (resp. du fibré cotangent) de M à C et TC'^'^^ 
le sous-fibré de T*M\c consistant en toutes les 1-formes in T*M\c qui s'an- 
nulent sur TC. 

Par la suite, on aura plusieurs fois besoin du lemme suivant -qui est 
sans doute bien connu, voir par exemple p. 127]- à l'aide duquel on peut 
toujours trouver des voisinages ouverts convexes fibre-par-fibre de la section 
nulle d'un fibré vectoriel dans des voisinages ouverts déjà donnés : 
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Lemme 1.1 Soit N une variété différentiable et Ti : Ei ^ N , 1 < i < l, 
des fibrés vectoriels réels sur N. Pour tout i soit g^'^^ G ^^{N, S'^E*) une 
métrique définie positive. En outre, soit t : K ^ N le fibré vectoriel K — 

El ® ■ ■ ■ ® El sur N et soit W un ouvert de K avec N d W <Z K . Alors 
il existe l fonctions f^^\ . . . , /^'^ G C°°{N, M) à valeurs strictement positives 
telles que pour l'ouvert 

W -.^ {e^ ei + . . . + Cl e K \ 

^(^)(ei,ei) < f^'\T{e)),. . .,g^'\euei) < f^T{e))} 

il vient N G W G W. En outre, W est convexe fibre-par-fibre, c.-à-d. que 
chaque intersection W (IK^ est une partie convexe de la fibre K„ sur n & N. 
Démonstration: Soit {Ua)ae6 une famille de domaines ouverts de cartes sur N 
telle que pour chaque entier positif 1 < î < Z la famille {Ua, '^a'^)a£& définisse une 

(i) 

famille de trivialisations locales du fibre Ei, c.-à-d. chaque ^'q est un diffcomor- 
phisme de l'ouvert Tj^^{Ua) sur Ua x M"» avec pri o = n. Evidemment, la 
triviahsation locale '■ i"~^{Ua) Ua x K"^ x ■ ■ • x M"' du fibré K est formé de 

(i) 

tous les ^a . Puisque N est localement compacte, on peut supposer que tout Ua est 
à adhérence compacte. Grâce à la paracompacité de N il existe un rétrécissement 
{Va)ae& de la famille {Ua)ae& (c.-à-d. on a Ua ^ Va D Va pour les ouverts Va)- 
On démontre d'abord le cas 1 = 1: L'ouvert W PI T~^(Ua) contient une réunion 
d'ouverts du type '^~^(Ua'Y x BrJ^(O)) oii tout Ua-y est un ouvert de N appar- 
tenant à Ua tel que U^Ua-y = Ua et Brll{0) désigne la boule ouverte de centre 
et de rayon vi^, > dans R"i par rapport au produit scalaire canonique ( , ) dans 

. Puisque les Ua-y recouvrent la partie compacte Va on peut choisir un nombre 
fini des Ua-y qui recouvrent Va, et si > est le rayon minimal de tous les rij 
apparaissant dans ce choix, il vient que l'ouvert W PI T~^{Va) contient un ouvert 

:= ^r-i (Va xB^l^(O)). Puisque la partie *-i(T^xSWi(0)) est compacte l'ap- 
plication e g^^\e, e) y est minorée par un nombre réel > 0, donc g^^\e, e) > 
SaiP'r'2^ aie.) , pr2^ a{e-)) ■ Il s'ensuit que si e G r^^ÇVa) tel que g^^\e,e) < s^r"^ 
alors e G W'q- Soit Wa l'ouvert {e G T~^{Va) \ g^^\e,e) < SaVa}- Par conséquent, 
VaCW^C C WilT-'^iVa). Evidemment, l'ouvert W' := UaeeWâ contient N 
et fait partie de W. Soit {fa)ae& une partition de l'unité subordonnée à la famille 
{Va)ae&- Ou définit /*^^) := X^^ge /"'^a^'a- Evidemment, /(^) est de classe C°° 
et à valeurs strictement positives. Soit e = ei E K et soit g^^\e,e) < /'•^•'(T(e)) 
Puisque la famille des supports des fa est localement finie il existe un entier positif 
no tel que /a(r(e)) = quel que soit a G 6 \ {ai, . . . , a„o}. Alors 

no 

i=i 

et il existe donc au moins un aj tel que g^^^ (e, e) < Sa^aj ■ H s'ensuit que e G Wa^ , 
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alors 



N = U^eeVa CW:={eeK\ (e, e) < /(i) (r(e)) } C U^eeW^ C W, 
et le cas / = 1 est montré. 

Pour le cas général, on considère d'abord le fibré vectoriel K muni de la métrique g : 
(e = ei+- • -+6/, e' = e'i+- ■ ■+e'i) i— > g^^\ei, e'^)+- • ■+g^''\ei, ej) qui est évidemment 
définie positive. D'après le cas / = 1 il existe une fonction / G C°°{N,M) à valeurs 
strictement positives tel que l'ouvert {e G | g{e,e) < /(T(e))} C W. Soit 
._ quel que soit 1 < i < l. Evidemment 

New := {eeK\ g^^\e,,ei) < (T(e)) , . . . , ^^'^ (ei, ei) < /(')(r(e))} 
C {eeK \ g{e,e) < f{T{e))} CW. 

□ 

On rappelle le théorème d'un voisinage tuhulaire de C dans M : il existe 
un sous-fibré E de TM\c tel que TM\c = TC © E, un voisinage ouvert \^ 
de la section nulle de E qu'on peut supposer convexe fibre-par-fibre d'après 
le lemme un voisinage ouvert ?7 de C dans M et un difféomorphisme 
V ^ U dont la restriction à la section nulle soit l'application identique sur 
C (voir [Zni p. 108-1 10], [IHl)- On note r : U — C la submersion surjective 
induite par la projection du fibré E. En outre, pour m, m' G U et t,t' G M on 
continue à utiliser la notation tu + t'u' pour la combinaison linéaire induite 
de celle dans E. Soient U' := M \ U et {4'u,'^u') une partition de l'unité 
subordonnée au recouvrement ouvert {U, U') de M. 

Soit ^ G T°°{U,TU) le champs de vecteurs induit par le champ d'Euler 
dans TE (dont le flot est la multiplication avec exp(t)). Soit E le sous- 
fibré vertical de TU, c.-à-d. E := KerTr. Le complexe de Koszul {^K := 
Kk, d) est défini par Kk := VA; < -1, Ko := C~(?7, K) = T^{U, A°È*) 
et Kk := r~(f/, A^Ë*) où dk-.Kk^ Kk-i : F ^ i{^)F. La suite 

C°°(C, K) ^ C°°(?7, K) ^ r°°(f/, A^È*) 3 ^ r°°(?7, A^È*) ■ ■ ■ 

(1.9) 

est exacte. Ceci se voit de la façon suivante : pour G C°°(C, K) on définit 
la prolongation prol^(0) := r*0. Soit la différentielle de Cartan verticale 
(le long des fibres de la projection r) sur K. Soit $<(«) := pour t G M 
suffisamment petit. Pour F G K^, k > on définit l'homotopie hk : K^ 
Kk+i par ^ 

/i,(F)„:= / {^{d,F))Jt. (1.10) 
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Comme dans la démonstration du lemme de Poincaré (voir par exemple 
p. 67]) on déduit sans peine que z*prol^ est égal l'application identique sur 
C°°{C,K), que proli* + diho = ido et hk^idk + dk+ihk = idk où idk désigne 
l'application identique sur Kk, k > 0. 
Soit 

:= {gig'i H H 9i9i U e N, / > 1, 5(1, . . . , fifz, 5(1, . . . , G J}. 

Le lemme suivant semble bien connu : 

Lemme 1.2 1. La restriction i* : C°^(M,C) ^ C°°(C, K) : / ^ / o i 
est un homomorphisme surjectif d'algèbres associatives commutatives à 
noyau X. 

2. 1 est un {M, K.) -module d'un nombre fini de générateurs. 

3. Le C°°{C,K) -module I/X^ (le module conormalj est isomorphe à l'es- 
pace de sections r°^(C, TC™'^) . L'isomorphisme est induit par l'appli- 
cation g {c dgc). 

4- LeC°°{C,K)-module}îomc^(c,K){l /^^ ,C°°iC,^)) est isomorphe à l'es- 
paceT'^{C,TM\c/TC). 

Démonstration: 1. Il reste à montrer que la restriction soit surjective : soit 
(p G C°°(C,]fC). On définit une prolongation globale prol : C°°{C,K) C°°(M,]K) 
par pro\{(p) := ipi/{pro\ij{(p)) et on a visiblement prol((/))(c) = (^{c) quel que soit 
CGC. 

2. Soit g £ I. Alors g = ^fj{g\u) + {l — tpij)g- D'après le théorème de Serre et Swan 
(voir par exemple [231 p. 155]), Ki est un C°°(C/, K)-module projectif d'un nombre 
fini de générateurs Fi, . . . , F^. De plus, l'^ := {g G C'^{U,K) \ g{c) = Vc G C} 
est égal à l'image de l'opérateur di dans la suite exacte (|1.9|) . Alors il existent 
gi,--- ,gN G C^iU, K) telles que 

N 

g = J2 di{Fj) Vc7 gj + (1 - i^h)g 
i=i 

Puisque tl^u di{Fi), . . . , ipu di{Fj^), 1 — t/jfj appartiennent à T et i^ugi: ■ ■ ■ , '4'ugN 
appartiennent à C°°(M, K), l'idéal annulateur est engendré par au plus + 1 
générateurs. 

3. Il est clair que âge G TcC^^'^ et d{gig2)c = quels que soient g,gi,g2 G I. 
Soit F G P°°(C,rC"^°'^). Le fibré TC^'"'^ est isomorphe au fibré E\ Soit F G 
T°^{C,A^E*) une prolongation verticale de -F (par exemple définie pour u, e G 
T~^{c) = -Ec et c G C de manière Fu[-^{u + se)|<j=o) := Fc{e)). On définit g := 
i/ji/i^{F). Visiblement g £ Z. De plus, Çc = 0, il'uic) = 1 et exp(t)c = c, alors 

dgc{e) := d{^uk{F))c{e) = {L^F),{e) = -^F,(exp(t)e)|t=o = F,{e). 
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Finalement, soit g £ 1 tel que dgc = quel que soit c G C. La restriction g\u appar- 
tient à , donc, d'après la suite exacte (|1.9j) il existe B £ Ki tel que g\u = i^{B). 
Ce B au point c G C se calcule par Bc = dgc d'après ce qui précède. Alors B{X) 
appartient visiblement à quel que soit le champ de vecteurs X G T°°{U,TU). 
D'après il existe un élément G{X, ) £ Ki tel que B{X) = G{X,C). Puisque 
G est une application C°°(C/, ]K)-bilinéaire de r°°{U,TU) x T'^{U,È) dans 
il s'ensuit que G est une section de classe du fibre TU* <Ei E* . Visiblement 
g\i/ = -6(0 = G'(Ç, Ç). Avec les générateurs Fi,...,F/v du module projectif Ki 
mentionnés ci-dessus on peut récrire G{(,, par une combinaison linéaire finie 
EijgijFiiC)FjiC) où gij G C°-{U,K). Il vient 

9 = Y1 "^uQij i^uFiO i^uFjiO + (1 - i^u)9 

et g est un élément de T^. 

4. Evident. □ 



1.3 Sous-variétes et applications coïsotropes 

Dans le paragraphe ll.ll on a vu que le noyau de 0* pour une application de 
Poisson (f) : M —>■ M' était un idéal de Poisson de C°°{M', K). Les applications 
coïsotropes qu'on va présenter ici seront des généralisations des applications 
de Poisson quand on laisse tomber la structure de Poisson sur la variété M : 

Définition 1.1 Soient (M, P) une variété de Poisson et C une variété quel- 
conque et (j) : C M une application de classe C°° . 

1. s'appelle coïsotrope ssi 

I:={ge C°°(M, K) | 0*^ = 0} = Ker0* 

est une sous-algèbre de Poisson de C°°(M, K). 

2. En particulier, si est l'injection canonique d'une sous-variété fermée 
C de M, alors C s'appelle sous-variété coïsotrope quand (p est coïsotrope. 

A l'aide du lemme 11.21 on montre la caractérisation géométrique des sous- 
variétés coïsotropes (voir |114j ) : 

Lemme 1.3 Une sous-variété fermée C d'une variété de Poisson (M, P) est 
coïsotrope si et seulement si 

Pc{Fc, Gc) = quels que soient c G C; F„ G T^C^'^'^ (LU) 
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Démonstration: Soit i une application coïsotrope d'après la définition 11.11 Soit 
c G C et Fc,Gc G TcC™"^. D'après le troisième énoncé du lemme IT^ il exis- 
tent g, g' dans l'idéal annulateur X de C tels que dgc = Fc et dg'^ = Gc- Alors 
Pc{Fc,Gc) = {g,g'}{c) = parce que le crochet de Poisson {g, g'} appartient kl. 
Réciproquement, soit la condition p.llj) satisfaite, et soient g, g' G X. Alors pour 
tout c G C le crochet de Poisson {g,g'}c = Pc{dgc,dg'^) s'annule car dg^dg'^ G 
TcC^""^. Alors gX. □ 

Pour une variété symplectique (M, oj) et un sous-espace E d'un espace 
tangent T^M il y a la notion du sous-espace tu-orthogonal 

E"^ := {w e TmM I iu^{v, w) = E E}, (1.12) 

et l'on en déduit aisément qu'une sous-variété fermée C d'une variété sym- 
plectique est coïsotrope si et seulement si 

TcC"^ C TcC quel que soit cEC. (1.13) 

Considérons le sous-fibré caractéristique 

TC^ := [j T^C^ (1.14) 

du fibré tangent de C. La proposition suivante est bien connue : 
Proposition 1.2 Soit C une sous-variété coïsotrope d'une variété symplec- 
tique (M, uj). Alors le fibré caractéristique TC^ de C est un sous-fibré intégra- 
ble de TC. 

Le feuilletage régulier de C associé à TC"^ à l'aide du théorème de Frobe- 
nius sera très important plus tard. 

On rappelle qu'une sous- variété coïsotrope est dite lagrangienne ssi TcC^ = 
TcC quel que soit c E C. 

On voit facilement que toute application C ^ M dont l'image est dense 
(par exemple surjective) est coïsotrope. En outre, la composée ip o (j) d'une 
application coïsotrope : C — M et d'une application de Poisson ip : M ^ 
M' est toujours coïsotrope. Le singleton {m} est une sous-variété coïsotrope 
ssi la structure de Poisson P s'annule, Pm = 0. De plus, toute sous-variété 
fermée de codimension 1 est coïsotrope vu que le fibré TC^'^^ est de dimension 
1. Le lien entre les applications de Poisson et les sous- variétés coïsotropes fut 
établi par Weinstein : 

Théorème 1.1 (A. Weinstein) Soit $ : {M,P) (M' , P') une applica- 
tion de Poisson. Alors son graphe 

C := {($(m),m) G M' X M I m G M} (1.15) 

est une sous-variété coïsotrope de la variété de Poisson (M' x M, PL. — P(2)) 
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Voir [ 114j pour une démonstration. En particulier, ceci est vrai pour une 
application moment M q*. Au cas oii (M, a;) est symplectique on a une 
version symplectifiée : 

Soit G un groupe de Lie réel, soit (g, [ , ]) son algèbre de Lie et g* l'espace dual 
de g. Il est bien connu que la multiplication gauche G x G ^ G : {g,g') ^ 
gg' =: Lgg' induit un isomorphisme de fibrés vectoriels S : G x g* ^ T*G : 
{g, 13) ^ l3oTgLg-. et G X g* X g X g* : {g,f3,i,^) ^ exp(tO, + 

t^)) |i=o- La forme symplectique canonique ojg sur T*G est de la forme 

WG(g,/3)((^,/3,6,7l), (^,/5,6,72)) = (72,^1) - (71,6) + [6,6])- 

Ainsi on peut rendre le graphe d'une application moment coïsotrope dans 
une variété symplectique : 

Proposition 1.3 Soit (M, a;) une variété symplectique, (g, [ , ]) une algèbre 
de Lie réelle de dimension finie et J : M ^ g* une application moment. 
Alors la sous-variété 

G := {{g, (3,m) e G X g* X M \ f3 = J{m)} 

est une sous-variété coïsotrope de la variété symplectique {T*G x M, ujg(i) + 

^(2))- 

La démonstration est immédiate. 

Les sous-variétés coïsotropes des variétés symplectiques admettent tou- 
jours une description locale très simple : 

Proposition 1.4 Soit G une sous-variété coïsotrope fermée de dimension 
2n — k d'une variété symplectique (M, tu) de dimension 2n. 
Alors autour de tout point c & G il existe une carte de Darboux 

(f/, {q\ . . . . . . . . . ,Pn-k,yi, ■ ■ • =: {U, {q,x,p,y)) 

telle que u!\u = dq^ A dpi + Yl^j=i ^^'^ ^ ^Vj et G nU = {u Çï U \ yi{u) = 

0, . . . ,yk{u) =0}. De plus, la carte (UnG, {q,p,x)) de G est distinguée dans 
le sens que les restrictions des coordonnées {q,p) àUnG sont constantes sur 
les feuilles locales de T , tandis que les coordonnées x donnent un paramétrage 
des feuilles locales. 

La démonstration de cette proposition se déduit de celle d'une caractérisa- 
tion plus globale des sous- variétés coïsotropes, due à Weinstein et Gotay (voir 

mg et [nn) : 

Théorème 1.2 (A.Weinstein/M.Gotay) Soiti : G M une sous-variété 
coïsotrope d'une variété symplectique (M, a;), E = TG'^ le sous-fibré car- 
actéristique de TG et T : E* ^ G le fibré dual de E. 
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1. Soit F C TM\c un sous-fibré tel que TMc = TC®F et soit j : F^"^" = 
E* T*C Vhomomorphisme défibrés vectoriels qui en résulte. Soit ujq 
la 2-forme symplectique canonique de T*C . Alors il existe un ouvert 
V G E* qui contient C G E* et qui est telle que la 2 forme fermée 



soit une forme symplectique sur V. 

2. Il existe un voisinage ouvert V G V de C , un voisinage ouvert U de 
C dans M et un difféomorphisme (p : V U ( dont la restriction à C 
induit l'application identique C ^ C) tels que 



En particulier, si C est lagrangienne (i.e. i*uj = et E = TC) le 
voisinage U est symplectomorphe à un voisinage ouvert de la section 
nulle du fibré cotangent T*C de C . 

On rappelle qu'une variété différentiable C munie d'une 2-forme fermée w est 
dite présymplectique lorsque le noyau de gj, E := Uc^civ £ T^C \ zuc{v, w) = 
\/w G TcC}, est un sous-fibré vectoriel {le fibré caractéristique de zu) du 
fibré tangent TC. E est automatiquement intégrable. Donc toute sous- variété 
coïsotrope fermée C d'une variété symplectique est toujours présymplectique 
avec zu := i*u!, et le t héorème 11.21 montre que un voisinage ouvert d'une sous- 
variété coïsotrope d'une variété symplectique est entièrement déterminé par 
la sous- variété présymplectique {C,i*u). 

La caractérisation suivante des champs de vecteurs verticaux s'avérera utile 
plus tard : 

Proposition 1.5 Soit {M,uj) une variété symplectique et i : C ^ M une 
sous-variété coïsotrope fermée. Alors l'espace de tous les champs de vecteurs 
verticaux est isomorphe à l'espace de toutes les restrictions à C des champs 
hamiltoniens Xg des éléments g G I. 

Démonstration: L'application uj^ : TM T*M se restreint à un isomorphisme 
du fibré TC'^""* ^ TM\c/TC E* = TC^* défini par [v] ^ {w ^ i^{v,w)) où 
V G TcM et w G TcC^ . D'après le lemme [L2l (3), les restrictions de dg k C de 
g £ I donnent toutes les sections de classe C°° de TC"""^"^. Puisque Xg est défini 
par {iJ')~'^{dg) la proposition est claire. □ 

Revenant au cas d'une variété coïsotrope C d'une variété de Poisson 
(M, P), on rappelle le complexe suivant : puisque T est à la fois une algèbre 
de Lie (par rapport au crochet de Poisson) et un idéal (par rapport à la 




(L16) 



(j)*UJ — UJy/Q\yi. 
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multiplication associatie commutative) on voit facilement que le C°°(C, K)- 
module conormal X/X^ (qui est isomorphe à r°°(C, TC"^""^) d'après le lemme 
ll.2|l est une algèbre de Lie : soient gi,g2 € X, le crochet est défini par 

{dgi\c,dg2\c} ■= id{gi, g2})\c- (1-17) 

Ensuite, l'algèbre de Lie X/X^ agit sur C°°(C, K) = C~(M, K)/X en tant que 
dérivations : soient / G C°°(M, K) et g & X, alors 

{dg\c).t*f:=e{gJ} = -eXJ (L18) 

Alors le lemme suivant est évident : 

Lemme 1.4 L'espace de sections T°°(^C,A(TM\c/TC)) -qui est isomor- 
phe à Homcoo(c,K) (Acoo(c,k)2^/2^, C°°(C, K)) - est un cocomplexe à l'aide de 
la différentielle dp suivante : soit k E N, A e V^{C,k^{TM\c/TC)) (qm 
est isomorphe à (C, A*^(TC^°'^)*) ; et go, gi, . . . , gk e T, alors 

{dpA){dgo\c, ■ ■ ■,dgk\c) ■= 

k 

X^(-l)* idgi\c).{A{dgo\c, . . . , dgi\c, . . . , dgk\c) 

+ ^ {-^y^^A{{dgi\c, dgjlc}, dgo\c, • • • , dgi\c, • • • , dgj\c, • • • , dgk\c) 

0<i<j<k 

(L19) 

où " désigne l'omission de l'argument. 

La formule pour dp est la fomule usuelle pour la cohomologie de Chevalley- 
Eilenberg de l'algèbre de Lie X/X^ à valeurs dans le module C°°(C, K). On 
va noter les groupes de cohomologie assoicés au complexe précédent par 
iJp(C, K) : on en parlera de la cohomologie de Poisson transversale ou de 
la cohomologie BRST. Ce nom provient de la théorie BRST de physique 
pour décrire des 'systèmes avec des contraintes', voir [13^ et des références y 
mentionnées, par exemple jïïZl, [SI et 

1.4 Variétés feuilletées 

Dans le paragraphe précédent, on a vu qu'une sous- variété coïsotrope C 
d'une variété symplectique {M, lu) est munie d'un feuilletage défini par 
le fibré caractéristique E := TC^ C TC (voir la proposition ll.2j) . Dans ce 
paragraphe on va rappeler quelques détails dont on aura besoin plus tard. 
On s'appuie largement sur les livres [ZOI, [SSj et surtout [106J qui contient 
une bibliographie très vaste sur ce sujet. 
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En général, soit C une variété différentiable et E G TC un sous-fibré 
intégrable. Parfois, E est dit le sous-fibré vertical. Les sections de classe C°° 
de E sont dits les champs de vecteurs verticaux, et l'intégrabilité du fibré E 
est équivalent à dire que T°°{C, E) est une sous-algébre de Lie de l'algèbre de 
Lie X{C) de tous les champs de vecteurs sur C. On appelle Q := TC /E le 
fihré normal du feuilletage et note f i— > w la projection canonique TC — >• Q. 
L'espace de sections V°^{C,Q) est isomorphe au C°°(C, ]K)-module quotient 
X{C)/V^{C,E). 

On désigne par JF le feuilletage associé à E grâce au théorème de Frobe- 
nius (voir par exemple p. 24-29] pour une démonstration), c.-à-d. JF est 
une partition de C en sous- variétés immergées de C telle que pour tout c G C 
l'espace tangent en c de la feuille passant par c est égal à la fibre Ec- Une carte 
(f/, . . . , x\ . . . , x'^)) =: (f/, (x, ^)) de C est dite distinguée lorsque 
{d^\ y) = quels que soient l<i<n — ketV& V°°{C, E). Les équations 
= c^, . . . , ^""'^ = c""*^ avec c^, . . . , c^~^ G M définissent un feuilletage local 
de l'ouvert U dont les feuilles sont dites des plaques. Pour tout c & U la. 
plaque contenant c fait partie de la feuille contenant c. Soit C/JF l'espace 
topologique des feuilles (muni de la topologie quotient) et vr : C — C/JF la 
projection canonique. 

On rappelle la connexion de Bott correspondant au sous-fibré intégrable 
E : soient V un champ de vecteurs vertical, X un champ de vecteurs quel- 
conque sur C et X la section correspondante dans T°°{C, Q) = X{C) /r°°{C, E), 
alors 

Vy "X := [V,X] (L20) 

On voit facilement que V^°** est bien définie, et satisfait aux axiomes d'une 
connexion (partielle) le long du fibré E, c.-à-d. la K-bilinéarité r°°{C,E) x 
r°°(C^) ^ r~(C^Q) et pour toutes les fonctions / G C^(C, K) les équations 
V^°"X = /V{^°"X et V^°"(/X) = /V^°"X + {Vf)X. De plus, puisque 
A'(C) et r°°(C,E) sont des modules de l'algèbre de Lie T^{C,E), il en est 
de même avec T°°{C,Q) = X{C)/T°°{C, E), ce qui veut dire -en termes 
géométriques- que la connexion de Bott est toujours plate 

yBottyBott^ _ yBottyBott^ _ Vf^°« jX = 0. (L21) 

Par conséquent, les espaces T°°{C,Q) et T°°{C,Q*) sont des modules de 
l'algèbre de Lie r°°(C, E) par rapport à la connexion de Bott. Plus générale- 
ment, soit FQ une somme directe de produits tensoriels des fibrés S'^Q, 
S^'Q*, A^Q et A'Q* où N,N',k,l sont des entiers positifs. Il s'ensuit di- 
rectement que l'espace de sections T°°{C, FQ^AE*) est muni de la structure 
d'un cocomplexe dont la différentielle d^ est donnée par la formule usuelle 
de Chevalley-Eilenberg : soient A G r°°(C, FQ O A'^E*) et K), 14, . . . , 14 e 
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r°°(C,E), alors 

k 
i=0 

+ i-iy^'A{[V,,V,],Vo,...,%---,V,,---,Vk) (1.22) 

0<i<j<k 

La cohomologie de ce cocomplexe sera importante plus tard pour quelques 
classes caractéristiques associées au feuilletage JF, notamment pour la classe 
d'Atiyah-Molino, voir également le paragraphe 14.41 

En particulier, au cas où FQ est le fibré trivial à fibre K, la connex- 
ion de Bott se réduit à la dérivée de Lie, et on obtient l'espace des formes 
différentielles verticales Vty{C) := ®f^Q^T°°{C, P&E*), et la cohomologie du 
cocomplexe (f2^(C), d^^ est dite la cohomologie verticale de C . On dit parfois 
la cohomologie longitudinale ou la cohomologie le long des feuilles. En choi- 
sissant une métrique riemannienne sur C on obtient toujours un sous-fibré 
horizontal F de TC, c.-à-d. un sous-fibré de TC tel que TC = F ® E. Soit 
Çl{C) := ©^ifo'^r°°(C, A'^TC*) l'espace de toutes les formes différentielles sur 
C, muni avec la différentielle de Cartan, d. On voit aisément que l'application 
de restriction 

: n{c) n^{C) (1.23) 

(oii tous les arguments d'une forme différentielle dans Q{C) sont restreints à 
E) est surjective et de plus un morphisme de cocomplexes. 

Le noyau de la restriction p.23j) est appelé l'espace des formes différen- 
tielles relatives, Qrei{C). Il est stable par la différentielle de Cartan, donc on 
a la suite exacte de cocomplexes 

{0} ^ (a,eKC), d) (fi(C), d) ^ {a,{C), d,) {o}. (1.24) 

La cohomologie de (yirei{C),d) s'appelle la cohomologie relative de C. Cette 
suite exacte de cocomplexes induit une suite exacte longue en cohomologie. 

Un cas particulier d'une forme relative est une forme différentielle a dite 
basique : ceci est le cas lorsque iya = et Lya = quels que soient les champs 
de vecteurs verticaux V. L'espace flbas{C) de toutes les formes basiques est 
un sous-complex du complex de de Rham (fl{C),d), et sa cohomologie as- 
sociée est dite la cohomologie basique de C Si C/JF est munie d'une struc- 
ture différentiable telle que la projection vr soit une submersion surjective, 
les formes différentielles basiques coïncident avec les formes différentielles re- 
tirées de la variété quotient C/J-'. Dans ce cas la cohomologie basique est 
isomorphe à la cohomologie de de Rham de C/JF. 
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Si C est une sous- variété coïsotrope d'une variété symplectique (M, a;), 
alors la 2-forme i*uj est toujours basique. Pour plus de renseignements con- 
cernant les suites spectrales qu'on peut également définir dans ce domaine, 
voir [70] . 

1.5 Réduction symplectique 

Dans ce sous-paragraphe on ne traite que les variétés symplectiques (pour 
des généralisations voir par exemple [H2]) : 

Soit z : C — *• M une sous-variété coïsotrope fermée d'une variété sym- 
plectique (M, a;), soit E = TC^ C TC le sous-fibré caractéristique de TC, 
et soit JF le feuilletage de C correspondant au fibré intégrable E (à l'aide 
du théorème classique de Frobenius, voir par exemple [72], p. 28, Thm.3.25). 
Supposons que l'espace des feuilles 



est muni d'une structure différentiables compatible avec la topologie quo- 
tient telle que la projection canonique vr : C — Mred soit une submersion 
surjective. Alors on a le théorème classique suivant : 

Théorème 1.3 Avec les hypothèses mentionnées ci-dessus, l'espace quotient 
Mred Gst muni d'une structure symplectique canonique, ujred, définie par 



La variété symplectique {Mred, ^red) s'appelle la variété symplectique réduite. 

Voir par exemple [T], p. 416, Thm. 5.3.23, pour une démonstration. 

Un cas particulier important s'obtient par une application moment J : 
M ^ Q* pour laquelle est une valeur régulière dont l'image réciproque 
C := J^^{0) n'est pas vide. Dans ce cas-là, C est une sous- variété coïsotrope, 
et la variété réduite (au cas oii elle existe) s'obtient en tant qu'espace quotient 
du groupe de Lie G (à algèbre de Lie g) agissant de façon libre et propre sur C. 
Cette construction importante et extrêmement utile est appelée la réduction 
de Marsden-Weinstein [12] ■ Par exemple l'espace projectif complexe s'obtient 
en tant que variété symplectique réduite de M = M^"-"*"^, u = Ylk=i dq^ ^ dpk 



à l'aide de l'apphcation moment J{q,p) := — è^i^è — fc _ pour l'action du 

groupe U{1) sur C"+i = R2"+2. 



Le lemme suivant est bien connu (voir par exemple |3) et permet de réduire 
quelques questions concernant des sous- variétés coïsotropes au cas des sous- 
variétés lagrangiennes : 



Mred ■■= CjT 




i*u =: n*ujred- 
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Lemme 1.5 Soit i : C ^ M une sous-variété coïsotrope fermée d'une 
variété symplectique (M, u), et on suppose que la variété symplectique réduite 
{Mred, ^red) existe OU TT : M ^ Mred ^st la projection canonique. On considère 
la variété symplectique (M x Mred,^{i) — ^red (2))- 
Alors i et TT sont des applications coïsotropes, et l'application suivante 

lc:C^Mx Mred : c ^ {i{c), 7r(c)) (1.26) 

est un plongement de C sur une sous-variété lagrangienne de (M x Mred, '■= 

^{1) — ^red (2))- 

Démonstration: L'application i est un plongement, donc une immersion in- 
jective propre. Alors le reste une immersion injective propre, donc un plonge- 
ment. Puisque dim(Mred) = dim(C) — codim(C) = 2 dim(C) — dim(M) on a 
dim(M X Mred) = 2dim(C). Alors il suffit de montrer que lc{C) soit isotrope 
dans (M x Mred,'^), i-e. iùi^(^c){w,w') = quels que soient w,w' dans l'espace 
tangent de lc{C) en lc{c) : il y a î;,î;' G TcC tels que w = TJcv et w' = TJcv' . 
Alors 

(^lc{c) {w, w') = UJi(^e) {TJ V, TJ v') - UJred 7r(c) {TcT^ V, TcTT v') 

= {i*LO — 7r*u})c(v,v') = 

□ 

On obtient une caractérisation très importante de l'espace C°°(Mred,K) 
de la façon suivante : Soit 

Ar(X):={/eC°°(M,K) I {f,g}eiygel}. (1.27) 

l'idéalisateur (de Lie) de X. On note que M{T) est exactement l'espace de 
fonctions dans C°^(M, K) dont la restriction à C est constante sur les feuilles 
du feuilletage T induit par le fibre caractéristique E. On a la 

Proposition 1.6 B est une sous-algèbre de Poisson de C°°(M, K), l'idéal 
annulateur I est un idéal de Poisson de B, et la restriction i* à C et la 
projection tt induit l'isomorphisme d'algèbres de Poisson suivant : 

(C°°(M,e.,K), { , UJ = M{I)/X (1.28) 

Plus précisément, soient /i, /2 G Af{I), donc il existent des uniques fonction 
/i, /2 G C°°(Mred, K) telles que i*fi = n* fi et i*f2 = n*^. Alors 

ï*{/i,/2} = vr*{/i,/2}red. (1.29) 
Voir [1, p. 417-418] et fjV, p. 443] pour la démonstration. 
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1.6 Opérateurs multidifFérentiels le long des applica- 
tions 



Dans ce paragraphe on rappelle quelques notions autour des opérateurs 
multidifférentiels 'le long des applications'. 

Comme d'habitude, on va utiliser l'abbréviation suivante pour les dérivées 
partielles dans M" : soit / = (pi, ■ ■ ■ ,Pn) £ un multi-indice, alors on va 
écrire |/| := pi + . . . + p„ et 

d ^ 91^1 



dx^ ' ' dx^P' ■ ■ ■ dx^P^ 

où /dx^^ est équivalent à dire que les dérivées partielles par rapport à x^ 
ne figurent pas dans l'expression ci-dessus. 

Soit k un entier strictement positif, t — tq : E — Eq ^ M — Mq, 
Ti : El ^ Ml , . . . ,Tk : Ek — >■ Mk des fibré vectoriels sur les variétés 
différentiables M, Mi, . . . , et 0i : M Mi,. . .,0^ : M des applica- 

tions de classe Pour la définition des opérateurs multidifférentiels dans 
cette situation on a besoin d'une description locale : soient [U, {x^, . . . , a;")) , 
([/i, (xi^, . . . , . . . . . , des cartes locales de M,Mi, 

...,Mk, respectivement, telles que (pkiJJ) C Uk- On suppose que les fibrés 
E, El, . . . ,Ek sont trivialisables sur U, Ui, . . . , Uk, respectivement, et soient 
(e^'^^ . . . , e^°^), {e^i \ . . . , e^j^),- ■ - , ■ ■ ■ , ^^d^) bases locales des espaces 
des sections locales de E,Ei,...,Ek, respectivement. Alors toute section 
■07- e r°°{Mr, Er) est localement une combinaison hnéaire Yltl=i i'r^'^a} avec 
ç C°°(lJr, K) quels que soient < r < A; et 1 < < dr- 

Une application /c-linéaire sur K 

D : r~(Mi, ^1) X • • • X r°°(Mfc, Ek) r°°(Af, E) (1.30) 

est dite un opérateur k- différentiel le long des applications (f)i, . . . ,(f)k lorsqu'il 
existe un entier positif N telle que D est de la forme locale suivante : pour tout 
système de cartes et triviahsations des fibrés il existe des fonctions Di\'.'.'^ai, "° £ 
C°°{U, K) (quels que soient les multi-indices h G N^^ . . . ,Ik e N"*, les indices 
< r < k et 1 < Qr < dr) telles que pour tout m G C/ il vient : 



m 



ao,ai,...,ak ii.-Jk 

\h\,...,\Ik\<N 

9ri\, 5C .„.^^,(o) 



(1.31) 
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Globalement, tout opérateur fc-différentiel le long des applications 0i, . . . , 0^ 
peut être regardé comme section de classe C°° du fibré suivant sur M : 

Hom(0*( J^Ei) ® • • ■ ® (pliJ^Ek), E) (1.32) 

oii J^Er désigne le fibré vectoriel sur M qui est la A^ième prolongation jet 
du fibré Er sur Mr, et (j)*J^Er désigne le fibré retiré à M (voir par exemple 
[721 P-124] pour des définitions). Nous allons écrire 

D^^ (r°°(Mi, El), ... , r°°(Mfc, Efc); r°°(M, E)) (1.33) 

pour l'espace vectoriel de tous les opérateurs fc-différentiels le long des ap- 
plications (pi, . . . ,(f)k- Si Ml = ■■■ = Mfc et El = ■ ■ ■ = Ek on écrira 
D^(r°°(Mi,Ei);r°°(M,E)). Dans le cas des fibrés triviaux à fibre type K 
on utilisera la notation C°°{Mr, K) au lieu de r~(Mr, Er) (0 < r < A;). 

Soient Ui C Mi,...,Uk C Mk des ouverts, soit U := 0r^(f^i) H ■•■ n 
(f^k^iUk) C M et soit D un opérateur fc-différentiel le long des applications 
0i,...,0fc. Soient G r°°(f/i, Ei|[/J,..., ^/^^ G r°°(f/fc, des sections lo- 

cales. On déduit de la forme locale 1)1.311) de D qu'il existe un unique opérateur 
/c-différentiel le long de 0i|;7, . . . , (j)k\u -qu'on va noter par D|f/^x---xc/i.- tel que 

D|f/ix-xc/fc(V'i|c/i,---,^fc|c/J = (D(V^i,...,^fc))|f/. (1.34) 
quels que soient les sections globales ipi G r°°(Mi, _Ei),..., ipk G V°^{Mk^ Ek). 
On va parler de D|[/^x - xr/fe de la restriction de D aux ouverts Ui,...,Uk- 

Il y a une règle évidente de composer plusieurs opérateurs multidifférentiels 
en respectant la composition des applications sous-jacentes : on laisse au 
lecteur le soin de les écrire explicitement. 

1.7 Star-produits 

Soit (M, P) une variété de Poisson. D'après [E], un star-produit * sur 
M est la donnée d'une suite d'opérateurs bidifférentiels^ (Cr)reN oii G 
D2(C°°(M, K); C°^(M, K)) telle que pour toutes fonctions f,g,hE C°^{M, K) 
on a les conditions suivantes : 



Co{f,g) = fg, (1.35) 

Ci{f,g)-Ci{g,f) = 2P{df,dg), (1.36) 

C,(1,/) = C(/,1) = Vr>l, (1.37) 

r r 



J2Ca{Cr^a{f,g),h) = Ca{f , Cr-a{g , h)) Vr G N. (1.38) 
0=0 a=0 

^Dans ce travail on ne considère que des star-produits différentiels et non pas les star- 
produits locaux ou continus. 
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La multiplication * est définie par la série formelle 

*:=^u''Cr (1.39) 

■r=0 

vue comme application K[[z/]]-bilinéaire de C°°{M,K)[[u]] x C°°(M, K)[[z/]] 
dans C°°(M, ]K)[[z/]]. Avec les conditions précédentes, on voit directement que 
le K[[z/]] -module (C°°(M, *) est muni de la structure d'une algèbre 

associative sur Cette algèbre est une déformation associative formelle 

dans le sens de Gerstenhaber, jSnj, [SE]- Le paramètre formel u correspond 
à Y oii i := V— 1 et h est la constante de Planck. Pour une partie ouverte 
f/ de M on va noter la série formelle des restrictions à U des opérateurs 
bidifférentiels C^. Il est évident que *\u est un star-produit sur la variété 
iU,P\u). 

Sur une variété de Poisson arbitraire (M, P) il y a toujours des star- 
produits : ceci a été démontré par DeWilde et Lecomte pour le cas symplec- 
tique en 1983 jl21 et plus tard par Fedosov ^49j (voir également le paragraphe 
IS.lI pour une description), et finalement pour le cas général en 1997 par Kont- 
sevitch jZHj comme cas particulier de sa conjecture de formalité. 

Deux star-produits * et *' sur la même variété de Poisson (M, P) sont 
dits équivalents (notation : * ~ *') lorsqu'il y a un isomorphisme d'algèbres 
associatives unitaires S : C°°(M, K)[[z/]] C°°(M, K) [[z/]] (qui est dite 'trans- 
formation d'équivalence') dans le sens suivant : on a 

f*'g = S{{S-'f) * (S^'g)) yf,ge C^{M,K)[[u]] 

avec 

oo 

s = id + u^Sr 

r=l 

OÙ chaque Sr : C°°{M,K) C°°{M,K) est un opérateur différentiel qui 
s'annule sur les constantes. Dans ce cas on écrit *' = S*. 

Dans le cas d'une variété symplectique {M,u), on peut associer à tout 
star-produit * sa classe de Deligne [*], c.-à-d. une série de Laurent formelle à 
coefficients dans le deuxième groupe de cohomologie de de Rham, i7j^(Af, K) 
définie comme suit (voir [10], [111,1^2], [Z], et surtout le rapport |63j) : soit 
(t/c, (g, p))^gg un recouvrement ouvert de M par des domaines de cartes 
de Darboux tel que toutes les intersections finies sont contractiles. Alors 
le champ d'Euler local S,a '■= J2k=iPk'^ est conformément symplectique 
(Lç^cj = u) et il existe une série d'opérateurs différentiels locaux D'^ (dont 
le terme d'ordre s'annule) telle que 

:= u-^ + + D'^ (1.40) 
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est une dérivation locale de (C°°(f/Q,, K)[[z/]], *|^^). Sur une intersection non- 
vide Ua ri Uf3 la différence — Dp est de la forme ■^ad^^^dap) oii d^js G 
C°°{Ua n f//3, et ad^{f) [g) ■= f * g ~ g * f ■ Par conséquent, la somme 

cyclique d^p^ '■= da-y + d^p + dpa est un élément de IK[[î/]] et définit un 2- 
cocycle de Cecli dont la classe dans ifJ^(M, K)[[î/]] est dénotée par d{*). La 
classe de Deligne [*] est définie par 

M = ^ + E^^'M- Mo := |;MM = ^c^(*)(z.) (1.41) 

r=0 

oii la 2-forme (C^)* est définie par 2(C2 )*(X/, X^) := C2{f,g) — €2(5',/). 
Dans les travaux cités ci-dessus il a été montré que deux star-produits sont 
équivalents si et seulement si leurs classes de Deligne sont égales, et que 
toute série formelle à coefficients dans iïJ^(M, K) (avec le terme ^ ajouté) 
est la classe de Deligne d'un star-produit. En outre, Neumaier a montré 
que la série formelle de classes de de Rliam figurant dans la construction de 
Fedosov d'un star-produit (avec le terme ^ ajouté) coïncide avec la classe de 
Deligne du star-produit, voir jHlj. De plus, Bonneau donne une construction 
pour reconnaître les classes de Fedosov dans les opérateurs bidifférentiels 
du star-produit, voir On remarque que nos conventions 1^=^ sont telles 

que = *Neumaier(2z/) = *Gutt-Rawnsley (" 2î^) Ct [*] (î^) = 2 [*] Neumaier (2z/) = 

2[*]Gutt-Rawnsley(-2z/), VOir 

La proposition suivante est bien connue et très utile si deux star-produits 
symplectiques coïncident jusqu'à un certain ordre : 

Proposition 1.7 Soit {M, u) une variété symplectique. Soient* = Yl'^o^^^r 
et *' = YlT=o^'^^r deux star-produits sur M qui coïncident jusqu'à l'ordre 
k > 1, c.-à-d. = Cr quel que soit < r < k. Alors : 

1. [*\r = [*']r quel que soit —l<r<k — 2. 

2. il existent un opérateur différentiel Bk+i E (C°°(M, K); C°^(M, K)) , 
une 2-forme fermée ( et un nombre rationnel non nul s tels que 

- [*]k-i = s[Q (1.42) 

CUl(/l,/2)-Q+i(/i,/2) = (bfife+i)(/i,/2)+C(X/„X;J 

(1.43) 

où l'on rappelle l'opérateur cobord de Hochschild b pour un opérateur 
différentiel U : C°°(M, K) ^ C°°(M, K) : 

(bt/)(/i,/2) := fiUU2) - UUif2) + UU\) f2 (1.44) 
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quels que soient /i, /2 G C°°{M, K). 

En particulier, si * et *' sont équivalents, ( est une 2-forme exacte 
(mais pas forcément nulle !)^ . 

Démonstration: L'associativité de * et de *' à l'ordre k+\ montre que C^_(_^— C^+i 
est un 2-cocycle de Hochschild, et l'identité de l'associativité antisymétrisée à 
l'ordre k + 2 donne la deuxième équation (|1.43l) . voir par exemple [HSIî proposition 
2.13. On calcule la classe relative de Deligne *') de * et *' (voir par exemple 
paragraphe 4), qui est égale à [*'] — [*] : soit {Ua)a&e un recouvrement ouvert 
de M par des cartes d'un bon atlas. Puisque les Ua et toutes leurs intersections 
finies sont contractiles, il existe une transformation d'équivalence Ta sur chaque 
Ua telle que Ta{*\ua) = *'\Ua- peut choisir chaque Ta = id + v^Xa + v^^^Ba 
où Xa est un champ de vecteurs (donc hXa = 0) et Ba est une série formelle 
d'opérateurs différentiels (voir la démonstration de Proposition 3.1 de [HS])- H 
s'ensuit que l'automorphisme T^^Ta de *\uanu,3 est de la forme exp (ad*(i/3a)) avec 

tf3a = '^''-'t'^pâ^^+u'^ppa avec tjf^-') G C°°(C/,n[//3,K) et p^a G C^{UanUp,K)[[ij]]. 
Donc 

Hi'â'\f} = iXc.-Xf,)f, 

alors 

Soit {0a)ae& une partition de l'unité subordonnée à {Ua)a€e- Au cocycle de Cech 
tyl3a = tfSa + ta-y + t^f3 défini sur Ua^Upf^Ury OU peut associer la 2-forme fermée 
X^7/3a ^PaS'ydOp A dOa qui s'annulc pour 0<r<A; — 2et dont le coefficient d'ordre 
k — 1 est cohomologue à 

a/3 a 

Alors les coefficients de la classe relative s'annule pour —l<r<k — 2. D'un autre 
côté, puisque Ci = C'^ = hBi + P {ph Bi est un opérateur différentiel et P est la 
structure de Poisson associée à uj) pour tout a il existe un opérateur différentiel 
Ba avec 

(C'fe+i - Ck+l)\u^ = -bBa + [Xa,P] (1.45) 

avec 

[Xa,P]{f,g) := Xa{f,g} - {Xaf,g} - {f,Xag} = -{dix^u;){Xf,Xg). 

Quand on multiplie les termes dans l'éqn (|1.45|) par 9a et regarde la somme sur oi 
on obtient le résultat. □ 

■^Je dois cette remarque à Nikolai Neumaier. De plus, j'ai été soulagé d'apprendre que 
je n'étais pas le seul d'avoir oublié de tenir en compte cette 2-forme exacte quand *' ~ *. 
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Dans le cas d'une variété de Poisson, Kontsevitch a classé les classes 
d'équivalence des star-produits par des classes de difféomorphie formelle des 
structures de Poisson, voir [73] . 

Soient (M, P) et (M', P') deux variétés de Poisson munies des star-pro- 
duits * = ^^o'^'^^'' *' ~ S^o^^^r) respectivement. Pour deux en- 
tiers positifs s, t on définit dans une carte (U x U', x^, . . . , x"', y^, . . . ,y"') 
l'opérateur bidifférentiel suivant (oii l'entier est le maximum des entiers 
Ni (correspondant à C^) et N2 (correspondant à CJ)) : 

(Q® q)(F,G)(m,m') := 

Y, C'/'' im)Cf'' (m') {d^i, dyj, F) (m, m') (9,.., d^j. G) (m, m') 

\h\,\l2\,\Jl\,\J2\<N 

(1.46) 

quelles que soient F,G & C°°{M x M',K). La définition ne dépend pas des 
cartes choisies. On pose 

00 

*®*':=^zy'- J2 Cs®C; (1.47) 

r=0 s+t=r 

ce qui définit évidemment un star-produit sur (M x M', P(i) + P^g)) qu'on va 
appeler le produit tensoriel de * et *' . On a la 

Proposition 1.8 Soient {M, uj) et{M',uj') deux variétés symplectiques. Soit 
* un star-produit sur la variété symplectique (M x M',a;(i) +a;^2))- Soient pvi 
et pr2 les projections canoniques M x M' — > M et M x M' — > M' . Alors : 

1. Soient a G i/J^(M, K)[[z/]] et a' G Hjj^^M' ,K)[[v]] telles que [*] = 
pr* (^-l^ + a) +pr2 + . Alors il existe un star-produit *i sur {M, eu) 
avec = ^ + a et un star-produit *2 sur {M, tu') avec [*2] = ^ + a' 
tels que * ~ *i ® *2- 

2. Quels que soient les star-produits *i sur {M,uj) et *2 sur {M',uj') : 

[*i^*2]=pr*i[*i]+pr2[*2]- (1-48) 

Démonstration: 1. Puisque tout star-produit est équivalent à un star-produit de 
Fedosov on peut supposer que * soit de Fedosov et est construit sur M x M' à 
l'aide de deux connexions symplectiques V (dans TM) et V' (dans TM') et de 
deux séries de 2-formes fermées dont l'une est définie sur M et représente a et 
l'autre est définie sur M' et représente a' d'après le travail de Neumaier [O^. On 
voit facilement que la construction de Fedosov sur M x M' 'factorise' entièrement 
et donne deux star-produits, *i sur M et *2 sur M', tels que * = *i *2 avec 
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[*i] = ^+aet [*2] = J^+a'. 

2. Pour toute carte de Darboux {Ua, {q,p)) de M (resp. {Va', {q',p')) de M') soient 
Da := + Ça + -E'a (resp. := + + Eai) des i/-Euler dérivations locales 
pour *i (resp. *2)- Alors on voit facilement que 

d 

D(a,a') '■= + ia+ Ça' + + E^' 

est une i/-Euler dérivation locale pour *i ® *2 dans la carte de Darboux produit 
(Ua X Va'i {{q,p), {q',p')))- Par conséquent, la construction de la classe de Deligne 
de *i(g)*2 à partir des z^-Euler dérivations locales donnée par exemple dans [HH] 'fac- 
torise' également (ainsi que la classe de la partie antisymétrique du terme d'ordre 
2 du star-produit *i (8» *2 car on peut supposer après une éventuelle transforma- 
tion d'équivalence que le terme d'ordre 1 de *i et de *2 soit antisymétrique) pour 
donner [*i (g) =1=2] = pî'ii*!] +P''2[*2]- ^ 

En outre, pour un star-produit * sur une variété de Poisson (M, P) 
donnée, on définit le star-produit opposé de *, par 

/ *°PP g:=g*f quelles que soient f,ge C°°(M, K}[[u]] (1.49) 

qui est évidemment un star-produit pour la variété de Poisson (M, —P). Dans 
le cas d'une variété symplectique (M, c^;) il vient que 

= -[*], (1.50) 

voir 13, ini- 

Outre les exemples bien connus des star-produits sur M^" muni de la forme 
symplectique canonique (voir par exemple [Hj), le star-produit *g de Gutt sur 
l'espace dual (g*, Pg) d'une algèbre de Lie réelle de dimension finie g est très 
important (voir également jHZI) : Soit S := fl (8>r muni du crochet 

2î/[ , ]. Alors g est un ]K[[î/]] -module libre. Soit Uq l'algèbre enveloppante de 
g (voir par exemple p.266]). Le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt (voir 
par exemple [HZ! P-271]) entraîne que Uq est un K[[z/]] -module libre isomor- 
phe à l'algèbre symétrique 5*0 = (Sq) ®k à l'aide de l'apphcation de 
symétrisation 5*0 f/g. De cette manière, 5*0 est munie d'une multiplication 
K[[î/]]-bilinéaire *g, isomorphe à celle de l'algèbre enveloppante, qui se pro- 
longe sur son complété par rapport à la topologie î/-adique, ^(g^iKK) [[i/]]. Ce 
dernier espace s'identifie avec l'espace P(0*)[[z^]] de toutes les séries formelles 
à coefficients dans les fonctions polynômiales sur g* à valeurs dans K. S. Gutt 
a montré dans [02] que *g est un star-produit sur g* (i.e. *g se prolonge 
à C°^(g*, K)[[z/]]), et on peut le définir à l'aide des fonctions exponentielles 
eç : g* ^ K données pour tous les éléments Ç de g ®e IK par e^{a) := e°*^^^ : 

eç *G Gr, := eH{^,ri) (1.51) 
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où H désigne la série de Baker-Campbell-Hausdorff de g, voir par exemple 
p. 40]. *G s'obtient également comme la restriction d'un certain star- 
produit bi-invariant sur la variété symplectique T*G aux fonctions invariantes 
à gauche, voir [^21, [El- Les deux identités suivantes sont utiles : 

^*gV-V*g^ = 2u[^,ri] Ve,r7G0, (1.52) 
i*G---*G^ {k facteurs ) = G g. (1.53) 

2 Homomorphismes, représentations et réduc- 
tion 

2.1 Homomorphismes de star-produits et applications 
de Poisson 

Définition 2.1 Soient {M,P) et {M',P') deux variétés de Poisson munies 
des star-produits * et *' , respectivement. 

Une application K[[iy]]-Unéaire $ : C°°(M, K)[[z/]] C°^(M', K)[[z/]] est ap- 
pelée homomorpliisme de star-produits ssi $ est un homorphisme d'algèbres 
associatives unitaires sur K[[z/]] .■ 

Hf * g) = (Hf)) *' (Hg)) et $(1) = 1 
quels que soient f,g e C°°{M,K)[[u]]. 

Le lien avec les applications de Poisson est contenu dans le lemme suivant : 

Lemme 2.1 Soit $ = T.Zo^^'^r ■ C°°(M, K)[[z/]] ^ C°°(M', K)[[z/]] un ho- 
momorphisme de star-produits. 

Alors il existe une application de Poisson : (M', P') (M, P) telle que 
$o(/) = 0*/ := / o quelle que soit f E C°°{M, K) . 

Démonstration: Soient f,g £ C°°(M, K). La propriété d'homomorphisme de 
s'écrit à l'ordre de : 

^o{f9) = {^o{f)){'^o{9)). 

Alors $0 est un homomorphisme d'algèbres commutatives associatives unitaires 
C°°{M,K) C'^{M',K). D'après l'exercice de Milnor (voir [72^, p. 301, Cor. 35.9) 
il existe une application de classe C°° : M' — > M telle que <î>o(/) = 0*/- Ensuite, 
le commutateur de la propriété d' homomorphismes à l'ordre 1 de s'écrit 

^o{/,9}p = {$o(/),^o(5)}p' 
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d'où le fait que (p est une application de Poisson. 



□ 



Puisque $0 est donnée par une application de classe on peut re- 
streindre la définition 12.11 de la manière suivante : 

Définition 2.2 Un homomorphisme de star-produits $ = {/>* + Yl'^i ^^^r '■ 
C°°(M,]K)[[z/]] C°°{M',K)[[u]] est dit différentiel lorsque toutes les appli- 
cations sont des opérateurs différentiels le long de (f), i.e. ils apartiennent 
à l'espace Di(C°°(M, K); C°°(M', K)). 

Une transformation d'équivalence 5* d'un star-produit * à un star-produit *' 
est évidemment un homomorphisme de star-produit différentiel qui déforme 
l'application identique. 

Il me semble important de savoir si tout homomorphisme de star-produits 
est différentiel. 

La question réciproque de savoir quand une application de Poisson donnée 
se déforme dans un homomorphisme de star-produits est sans doute intéres- 
sante : 

Problème 2.1 (Quantification des applications de Poisson) Quelles 
sont les conditions sur une application de Poisson : (M', P') (M, P) 
pour qu'elle soit (différentiellement) quantifiable, i.e. pour qu'il existent des 
star-produits *' et * sur les variétés de Poisson {M',P') et {M,P), respec- 
tivement, et des applications linéaires $i,$2î--- : C°°(M, K) — > C°°(M',K) 
tels que 

00 

r=l 

soit un homomorphisme de star-produits (différentiel) ? 

Un premier cas particulier très simple, mais important de cette situation 
est le cas d'une partie ouverte U de la variété de Poisson (M, P) : l'injection 
canonique iu : U ^ M est visiblement une application de Poisson {U, P\u) 
(M,P). On voit facilement que la restriction : C°°(M,K) C°°{U,K) 
définit directement un homomorphisme de star-produits différentiels de l'algè- 
bre (C-(M,K)[H],*) à (C~(f/, K) [[z/]], • 

Proposition 2.1 Soit * un star-produit sur la variété de Poisson {M,P) et 
*u un star-produit sur la partie ouverte U de M munie de la restriction de 
P à U. Alors iu '■ U M est différentiellement quantifiable si et seulement 
si la restriction de * à U, *\u, est équivalente à *u sur U. 

Démonstration: Si iu est différentiellement quantifiable, il existe alors une série 
d'opérateurs différentiels Su = idu+T.T=i ^''^r avec Sr G (C°°(C/, K),C^{U, K)) 
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s'annulant sur les constantes telle que $ := Su o (iu)* est un homomorphisme de 
star-produits. Il vient 

{Suiihf)) *u {Suiiha)) = {Su{iUf*9))) = Suiiihf) * luiiha)). 

Par conséquent, *i/ = Su{*\u) : en fait, il suffit de vérifier cette équation localement 
et -en utilisant une partition de l'unité- pour toutes les fonctions (pjip £ C°°(C/, IK) 
et pour tout point x £ U il existe un voisinage ouvert V de x (dont l'adhérence 
fait partie de U) et des fonctions f,g£ C°°M tels que /(y) = <l){y) et g{y) = ip{Y) 
quel que soit y £ V. 

La réciproque est évidente : s'il existe une transformation d'équivalence Su avec 
*u = Su{*\u)i alors ^ := Su o {iu)* est un homomorphisme de star-produits. □ 

Un deuxième cas particulier du problème 12.11 est l'action à gauche : 
G X M M : {g,m) 4>g{^) d'un groupe de Lie G sur une variété de 
Poisson (M, P) en tant qu'isomorphismes de Poisson, i.e. 0*P = P quel que 
soit g E G : le problème des star-produits G-invariants * est la question de 
savoir si les applications de Poisson se quantifient de telle façon qu'on 
obtienne une représentation de G en tant qu'automorphismes de l'algèbre 
déformée (C~(M, K)[[z/]], *). 

Un troisième cas particulier important est donné par les applications mo- 
ments J : M — > g* (voir eqn p.7j) du paragraphe 11.111 . Le problème de la 
quantification de cette application de Poisson est lié à la situation suivante : 
Une série formelle de fonctions J G g* ® C°°(M, IK)[[z/]] satisfaisant 

quels que soient ^, G g s'appelle une application moment quantique d'après 
Xu |118j . Pour un star-produit * donné, on voit facilement que les ob- 
structions récurrentes à l'existence d'une application moment quantique se 
trouvent dans le deuxième groupe de cohomologie de Chevalley-Eilenberg 
HcE{s,C'^iM,K)) de l'algèbre de Lie g qui agit sur C°°(M,K) via ^ ^ 
— Xijj^ç). Si J = J = Jo le star-produit * s'appelle Q-covariant d'après Ar- 
nal, Cortet, Molin et Pinczon [2]. Plus particulièrement, un star-produit * 
s'appelle fortement g-invariant d'après ces auteurs si 

a,o*/-/*ao = Mao,/} (2.2) 

quelle que soit la fonction / G C°°(Af, K)[[z/]. On a le critère suffisant suivant 
pour l'existence de ces star-produits : 

Théorème 2.1 (Fedosov,1996) Soit (M, eu) une variété symplectique, J : 
M — >■ g* une application moment et V une connection dans le fibré tangent 
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telle que 

= {Lx,,,,V)^Y := [X^,,^), VxY] - V[x,,,„x]Y - Vx[X^j,o,Y]. 

quel que soit S, dans l'algèbre de Lie g. Alors il existe un star-produit fortement 
Q-invariant * avec J = J. 

Voir j52^ Sec. 5. 8] pour la démonstration. Par exemple, si les flots des champs 
de vecteurs X(j^ç) définissent l'action d'un groupe de Lie compacte ou plus 
généralement une action propre d'un groupe de Lie, il résulte d'un théorème 
classique de R.Palais (voir [Œl p. 316]) que ces champs de vecteurs préservent 
une métrique riemannienne sur M, alors sa connection Levi-Civita, et le 
théorème de Fedosov est applicable. 

Proposition 2.2 Soit J : M — g* une application moment. 

1. Si J -vue comme application de Poisson- admet une quantification J 
de l'algèbre C°°(g*, K) [[z/]] munie du star-produit de Gutt *g, voir l'éq. 
il. 51]) . dans l'algèbre déformée (C°°(M, K)[[z/]], *), alors l'application 
^ ^— > (J, '■— J(0 définit une application moment quantique. 

2. Si J est le terme d'ordre d'une application moment quantique J, 
alors il existe un morphisme d'algèbres associatives unitaires sttr K[[z/]], 
J, de l'algèbre ('P(0*)[['^]], *g) (les séries formelles à coefficients dans 
l'espace des fonctions polynômiales sur q*) dans l'algèbre déformée 
(C-(M,K)[H],*). 

Démonstration: 1. Soient Ç,r/ G Q. Alors S, *g V ~ "H *G ^ = 2z^[Ç,r/] (voir l'éq. 
(|1.52j) ). donc J est une application moment quantique. 

2. Une application moment quantique est un morphisme d'algèbres de Lie g 
C~(M,]K)[[i/]] où Q est l'espace 5®r]K[M] muni du crochet 2z/[ , ] et C~(M,]K)[[i/]] 
est vu comme algèbre de Lie muni du commutateur du star-produit *. Ceci induit 
un morphisme d'algèbres associatives de l'algèbre enveloppante Uq dans l'algèbre 
associative (C°°(M, K)[[^']], *) qui se prolonge sur le complété (par rapport à la 
topologie i^-adique) ('P(0*)[M], *g) de Ug, voir aussi le paraerraphe 11.71 □ 

Remarque 2.1 Je ne sais pas si on peut en général prolonger le morphisme 
d'algèbres associatives de l'énoncé 2. à C°°(g*, K)[[z/]] sans imposer des con- 
ditions additionnelles à l'application moment quantique. 

Puisque les systèmes hamiltoniens intégrables constituent une sous-classe 
de la classe des applications moment, on peut appeler un système hamiltonien 
{M,uj,H) un système intégrable quantique lorsqu'il y a une application J = 
EZo^'^r e M"®C°^(M,K)[[z/]] telle que {M,iu, HJo =: J =: (Ji,..., J„)) 
soit un système intégrable classique et 

Jfc * - J; * Jfc = \/l<kJ<n (2.3) 
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quels que soient 1 < k,l < n.La plupart des systèmes hamiltoniens intégrables 
connus sont également intégrables quantiques (voir par exemple 

Un quatrième cas particulier est donné par une application de classe 
C°° d'une variété différentiable M dans une variété de Poisson (M', P') mu- 
nie d'un star-produit *' = ^^=q î^^'C^ : si est une subimmersion, i.e. un 
difféomorphisme local, on peut définir la structure de Poisson retirée P := 
(j)*P' sur M par 

Pm := {Tm(j))-^ ® (T^0)-i(P<^(^)) 

(quel que soit m G M), et puisque les fibrés en jets J^(M',M)o et leur 
fibrés duaux Hom(j^(M', ]R)o, K) (voir par exemple [Z2l p. 117-119] pour la 
définition) sont des fibrés vectoriels naturels (voir par exemple [721 P-138]) 
on peut également construire le star-produit retiré 4>*{*') en retirant tous 
les opérateurs bidifférentiels C', qui sont des sections de classe C°° dans 
r°°(Hom(j^'-(M',M)o,K) ® Hom(j^' (M', M)o, K)) (pour un certain entier 
positif Nr) par 

oo 

(0*C:)^:=(J^^0)-^®(J^^0)-i(C:,^(„)) et <P*{*'):=J2u^<P*C, (2.4) 

r=0 

oii m G M et {J'^''4>)m désigne le jet d'ordre Nr de en m (qui est inversible 
car Tm(p l'est). Il s'ensuit que 

(0*C;)(07',0V) = <P*{C/{f',g')) V f',g' G C^{M',K)[[u]], 

ce qui permet également de définir 0*Cr dans le cas oii est un difféomorphis- 
me global, et il vient que le star-produit retiré * := 0*(*') est un star-produit 
de la variété de Poisson (M, P) et que $ := 0* est une quantification de 
l'application de Poisson 0. 

2.2 Représentations des star-produits et applications 
coïsotropes 

Soit (M, P) une variété de Poisson, C une variété différentiable et ( : 
— > C un fibré vectoriel (sur K) sur C. On considère l'espace de tous 
les opérateurs différentiels (r°°(C, E); r°°(C, E)) sur l'espace des sections 
r°°(C, E). Ceci est une algèbre associative unitaire munie de la multiplication 
usuelle d'opérateurs différentiels. Il en est de même avec l'espace de toutes 
les séries formelles (r°°(C, -E); r°°(C, -E)) [[z/]]. Soit * un star-produit sur 
M. 
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Définition 2.3 Une représentation du star-produit * dans E est un homo- 
morphisme d'algèbres associatives unitaires 

p : C°°(M,K)[H] ^ Di(r-(c,E);r-(c,£;))[H] 

sur Dans ce cas-là, l'espace r°°(C, £■)[[!/]] est appelé un module (à 

gauche) de *. 

Dans le cas particulier très important = C x K, on parlera également 
d'une représentation de * sur C. Il est clair qu'on obtient des modules à 
droite en remplaçant * par le star-produit opposé >k°pp dans la définition 
précédente. En outre, dans le cas de la donnée de deux variétés de Poisson 
(Mi,Pi) et (M2,P2) munies des star-produits *i et *2, respectivement, et 
d'une représentation du star-produit *i ® *2^^ (sur la variété de Poisson 
(Ml X M2,Pi (1) - P2 (2))) on parlera de r°°(C, d'un *i-*2-him,odule. 

Dans ce cas, on obtient évidemment par restriction une représentation pi de 
*i dans E et une représentation p2 de *2^^ dans E telles que 

Pi(/i)P2(/2)=P2(/2)pi(/i) VAeC°°(Mi,K)[H] V/2eC°°(M2,K)[H]. 

(2.5) 

donc r^(C, £")[[//]] est un bimodule dans le sens algébrique par rapport aux 
anneaux (C^(Mi, K)[[z/]], *i) et (C°°(M2, K)[[z/]], *2). 

Exemple 2.1 On obtient un exemple simple en choisissant M = C et E — 
M X K et en définissant p{f) : g t-^ f * g. 

Pour les modules, il y a la façon usuelle d'isomorphie : 

Définition 2.4 Soient p une représentation de * sur E et p' une représen- 
tation de * sur E'. Les deux modules r°°{C, E)[[u]\ et r°°{C, E^u]] sont 
dits isomorphes lorsqu'il existe une série d'opérateurs différentiels inversible 
T (ians Di(r~(C,£;),r°°(C,^'))[[i/]] telle que 

Tp{f)^p'{f)T V/eC°°(M,K)[H] 

On peut combiner les représentations avec les morphismes de star-produits 
de la manière suivante : 

Définition 2.5 Soient (M, P) et (M', P') deux variétés de Poisson munies 
de deux star-produits * et *' , respectivement. Soit : M — > M' une appli- 
cation de Poisson et $ une quantification de (f) par rapport à * et *'. Soient 
( : E ^ C et (' : E' ^ C deuxfibrés vectoriels sur les variétés dijférentiables 
C et C, respectivement. Une représentation p de * dans E est dite liée à une 

^Ccttc idée s'était formée dans une des nombreuses conversations fructueuses avec 
Stefan Waldmann 



43 



représentation p' de *' dans E' par rapport à lorsqu'il existe une application 
K[[u]]-linéaire T : r°°(C", ^ T°°{C, E)[[iy]] telle que 

p{Hf')){Tm)=T{p\fW)) (2.6) 

quels que soient f G C°°(M', K)[[z/]] et ip' G r°°(C", i^ans le cas 

particulier (M', P') = (M, P) , (j) = id et C = C on dit que les couples (*, p) 
et {*' 1 p') sont équivalents lorsque $ est nne transformation d'équivalence et 
l'application T est donnée par une série formelle X]r=o ^^^^ où Tj. appartient 
à l'espace d'opérateurs différentiels {T°°{C, E');T°°{C, E)) quel que soit 
l'entier positif r. 

Le lien entre les représentations de star-produits et les sous- variétés coïso- 
tropes est contenu dans la proposition suivante : 

Proposition 2.3 Soit (M, P) une variété de Poisson munie d'un star-produit 
*, C une variété différentiahle et 

oo 

p = Y,v^Pr : C°^(M,K)[H ^ Di(C~(C,K);C°°(C,K))[H] 

r=0 

une représentation de star- produits. 

Alors il existe une application de classe C°° , i : C ^ M telle que Po(/)('^) = 
{i*f)tp := {foi)tp quelles que soient f G C°°(M,K) et ^ e C~(C,K). L'appli- 
cation i est coïsotrope. En particulier, au cas où i est un plongement sur une 
sous-variété fermée i{C) de M, alors i{C) est une sous-variété coïsotrope de 
{M,P). 

Démonstration: La propriété de représentation s'écrit à l'ordre : Po{f)po{9) = 
Poifg)- Donc po est un homomorphisme de l'algèbre associative commutative 
C~(M,]K) dans l'algèbre associative D^(C°°(C, K); C°°(C, K)). Puisque po{l) = 
l'application identique, alors po envoie des fonctions qui ne s'annulent nulle part sur 
des opérateurs différentiels inversibles. Si l'on regarde la forme locale ()l.c{l() d'un 
opérateur différentiel inversible dans des coordonnées locales, on voit rapidement 
qu'il ne peut contenir aucune puissance strictement positive d'une dérivée partielle. 
Alors, un tel opérateur différentiel est de la forme i— > x"^ où. x ^ C°°(C, K). Soit 
/ G C°°(M, R). Alors la fonction 1 + est un élément inversible dans l'algèbre 
C°°{M,K). Par conséquent, il existe une fonction x £ C°°(C, IK) telle que 

^+Poiffw = Po{i+f'm = x^ 

quelle que soit ip G C°°(C, K.). Il s'ensuit qu'il existe une fonction x' £ C°°{C,K) 
telle que p{f){ip) = xV- Pour une fonction à valeurs complexes on arrive à la même 
conclusion tout en séparant en partie réelle et partie imaginaire. Alors il existe un 
homomorphisme d'algèbres associatives commutatives pQ : C°°(M, K) — > C°°(C, SC) 
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tel que poiD^P = Po(/) "0- D'après l'exercice de Milnor (voir par exemple [7^ . 
p. 301, Corollary 35.10) il existe une application de classe C°° i : C ^ M telle que 
Poif) = f °i- 

Considérons deux fonctions f,g£ C°°(A'/, K) telles que i*f = = i*g. Le commu- 
tateur de l'identité de représentation à l'ordre 1 s'écrit 

[pi{f),Po{9)]-[pi{9),Po{f)]=Po{{f,9}) 

Puisque po{f) = i* f = = i*g = po{g) il s'ensuit que {/, g} oi = 0, alors i est une 
application coïsotrope. □ 

Dans ce cas particulier on peut restreindre la définition 12.31 de la façon 
suivante : 

Définition 2.6 Une représentation de star-produits 

oo 

p = Y, u^Pr : C^{M, K)[M] ^ {C^iC K); C°°(C, K)) [[u]] 

r=Q 

est dite différentielle lorsque tout pr est un opérateur bidifférentiel le long de 
i : C ^ M et là : C ^ C où pQ{f){ip) = {i* f)ip, c.-à-d. tout pr appartient à 
D2(C°°(M,K),C°°(C,K);C°°(C,K)). On parlera du module C^C[[u]] comme 
module différentiel de *, et au cas particulier où * = *i *2^'^ d'un *i-*2- 
bimodule différentiel. 

Dans ce cas particulier il me semble intéressant de savoir si toute représen- 
tation de star-produits est différentielle. 

Remarque 2.2 Le cas d'un fibré vectoriel E autre que C x K peut être 
'non différentiel' : il suffit de prendre deux représentations différentielles p*-^^ 
et p*^^-* de * dans C x K dont les opérateurs bidifférentiels sont le long de 
il : C M et le long de ^2 : C* ^ ^ oii les applications coïsotropes ii 
et i2 sont distinctes. Ainsi la somme directe C°°{C,K)[[u]] © C°°(C, K)[[z/]] 
est toujours un *-module (avec p{f){ipi + 1P2) '■= P^^Hf)'4'i + ^''^^2) qui est 
égal à l'espace des sections T°°{C,C x K^)[[z/]], mais les coefficients de p 
ne sont pas les opérateurs différentiels le long d'une seule application. Cet 
exemple montre que la notion d'une 'représentation différentielle' pour les 
fibrés vectoriels généraux sera plus compliquée. 

Encore une fois, la question réciproque de savoir quand l'injection canon- 
ique i d'une sous- variété coïsotrope fermée C d'une variété de Poisson donnée 
se déforme dans une représentation de star-produits me semble aussi intéres- 
sante : 
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Problème 2.2 (Quantification des sous-variétés coïsotropes) Quelles 
sont les conditions sur l'injection canonique i : C ^ {M,P) d'une sous- 
variété coïsotrope fermée C d'une variété de Poisson {M,P) pour qu'il ex- 
istent un star-produit * sur la variété de Poisson (M, P) et des applications 
linéaires pi, p2, • • • : C°°(M, K) ^ Di(C°°(C, K); C°°(C, K)) tels que l'appli- 
cation suivante 

oo 
r=l 

(quels que soient f G C°°(M, ]K)[[z/]], G C°°(C, K)[[z/]]j soit une représenta- 
tion (différentielle) de star-produits ? 

On arrive à la définition suivante : 

Définition 2.7 Soit i : C M une sous-variété coïsotrope fermée d'une 
variété de Poisson (M, P). Un star-produit * sur M est dit représentable sur 
C lorsqu'il existe une représentation différentielle de * sur C. 

On peut donner une 'version différentielle' de la liaison des représentations, 
voir 12.61 : 

Définition 2.8 Soient (M, P) et (M', P') deux variétés de Poisson et C, C 
deux variétés différentiahles. Soit (p : M ^ M' une application de de Poisson, 
soient i : C ^ M et i' : C M' des applications coïsotropes et soit 
ip : C ^ C une application de classe C°° telles que le diagramme suivant 
soit commutatif : 

M ^ M' 

i] ]i' (2.7) 

C ^ C 

Soient * et *' des star-produits sur M et M' , respectivement, soit $ une 
quantification différentielle de (f) (par rapport à * et *') et soient p et p' des 
représentations différentielles de * sur C (le long de i) et de *' sur C (le 
long de i'), respectivement. 

La représentation p est dite liée à la représentation p' par rapport à et 
lorsqu'il existe une série d'opérateurs différentiels le long de ip, T = ip* -\- 
T.r=i^''Tr (c.-à-d. chaque appartient à D^ (C°°(C", K), C°°(C, K)); telle 
que 

p{Hn){Tm=T{p'if'm) (2.8) 

quels que soient f G C°°(M', K)[[z/]] et ip' G C°^{C,K)[[u]]. 
La proposition suivante est évidente : 
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Proposition 2.4 Avec les hypothèses géométriques de la définition \2. on 
suppose que ip soit l'application identique de C = C . Soient * et *' des star- 
produits sur M et M' , respectivement, et soit $ une quantification différentielle 
de (j) (par rapport à * et *'). 

1. Soit p une représentation différentielle de * sur C le long de i. Alors 
la formule 

p\f')x := p{^U'))x V/'gC°^(M',K)[H VxGC°°(C,K)[H] 

définit une représentation différentielle de * sur C le long de i. 

2. Soit l'application de Poisson (p un difféomorphisme de M sur un ouvert 
U' de M' (qui contient forcément i'{C)). Soit p' une représentation 
différentielle de *' sur C le long de i' . Soit *'\u la restriction de * 
à U ei p'|[/'xc restriction de la série d'opérateurs hidifférentiels p' 
le long de i',idc' à U' x C , voir l'éqn \1.34\ )- Alors la restriction à 
U' de la série d'opérateurs différentiels le long de (p, ^\u', admet une 
application réciproque de l'algèbre associative (C°°(M, ]K)[[z/]], *) 
dans (C°°(t/', K)[[z/]], qui est une quantification différentielle de 
(l)~'^\ui . En outre, la formule 

pU)x--=p'\u'.c{^-\f))x V/gC°^(M,K)[H] VxgC°°(C,K)[H] 

définit une représentation différentielle de * sur C le long de i. 
Démonstration: 1. Ceci est évident car (j)o i = i' . 

2. ^\ui est bien définie et inversible car son terme d'ordre r = 0, l'est après avoir 
été restreint à U' . Il est évident que p'\u'xc sst une représentation différentielle 
du star-produit sur C (car i'{C) C U' . La formule est évidente. □ 
Une conséquence directe de cette proposition est le fait que la représentabilité 
d'un star-produit ne dépend que d'un voisinage ouvert de la sous-variété 
coïsotrope ; plus précisément : 

Corollaire 2.1 Soit i : C ^ M une sous-variété coïsotrope fermée de la 
variété de Poisson {M,P). Soit * un star-produit sur M. 

1. Soit U un ouvert de M avec C G U et soit *u un star-produit sur U 
qui est représentable sur C. Si la restriction de * à U est équivalent à 
*u, alors * est représentable sur U. 

2. Soit * représentable sur C, soit U un ouvert de M avec C G U et soit 
*u un star-produit sur U qui est équivalent à la restriction *\u de * à 
U. Alors *u est représentable sur C. 

Un exemple important et bien connu pour des représentations des star- 
produits est le calcul symbolique (voir par exemple jHj, [Ej, jinj et jUIj 
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dans un context de la quantification par déformation) : soit Q une variété 
différentiable et a une 1-forme. Le relèvement vertical de a est un champ de 
vecteurs sur le fibré cotangent T*Q de Q dont le flot consiste en translations 
le long des fibres de T*Q dans la direction de a. Par itération et en obser- 
vant que deux translations commutent on obtient ainsi un homomorphisme 
d'algèbres associatives F : V^{Q,ST*Q) (C°°(T*Q, K), C°°(r*g, K)) . 

On fixe une connexion sans torsion V dans le fibré tangent de Q et on note 
D : T^{Q,S'T*Q) T^{Q, S'^^T*Q) la dérivée covariante symétrisée (qui 
est l'analogue de la différentielle de Cartan pour les champs de tenseurs 
symétriques). Soit A G vT°°{Q,T*Q)[[v]]. Alors pour / G C°°(M, K)[[z/]] et 
e C°°{C,K)[[v]] la formule 

p^(/)0:=r(F(e-2^(^+è^)0)(/)) (2.9) 

(oii i : Q ^ T*Q est la section nulle, donc un plongement sur une sous- variété 
lagrangienne) définit une représentation différentielle d'un star-produit sur 
T*Q (qui est équivalent au star-produit dit standard A = 0) sur Q. 

On peut associer à A une série d'opérateurs différentiels A (voir lOj, p. 12, 
eqn (3.11)) telle que 

Po(/)0 = Po(^~V)0, (2.10) 

oii po est une représentation pour -kQ, et A est un automorphisme de -kQ ssi 
dA = 0. Soit B une série de 2-formes fermées dans uV^lQ, A'^T*Q)[[i>]]. 
En écrivant localement B\ij = dA on calcule que la construction ci-dessus 
permet de construire un star-produit ^^r^ dont la classe de Deligne est égale 



a 



2u 



(voir ^ni, Theorem 4.6). Dans ce cadre on trouve également 
d'autres représentations différentielles paramétrées par un paramètre 'd'or- 
dre' comme la représentation de Schrodinger, une interprétation de l'approx- 
imation WKB et des représentations différentielles dans un fibré en droites 
complexes holomorphe pour des monopôles magnétiques (voir [lOj). 
Au cas oii Q = M'^ et A = l'équation ()2.9j] se simplifie : 

T' — 1 

et le star-produit -kQ est donné par 

f^,g = yt^ y ^2.12) 

r = îl,...,îr = l 

Cette formule bine connue est un cas particuier de la formule exponentielle 
de M.Gerstenhaber, voir [SH P-13] et pour une démonstration élégante. 
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Revenant au cas d'une sous-variété coïsotrope fermée C d'une variété sym- 
plectique, on peut utiliser les deux formules précédentes et l'existence d'une 
carte de Darboux adaptée (voir la proposition ll.4|l pour arriver au suivant 

Corollaire 2.2 Avec les notations mentionnés ci-dessus, soit * un star- 
produit sur M. Alors autour de tout point c E C il existe un ouvert U de 
M et une représentation différentielle pu de *\u sur C (lU. 

Démonstration: On choisit une carte de Darboux adaptée (C/, {q^, . . . , q"^,pi, • • • , 
Pm,x^, ■ ■ ■ , x^,yi, . . . , Uk)) avec un domaine contractile U. Alors *\u est équivalent 
à tout star-produit local sur U, par exemple à *o où on remplace q par {q, x) et 
p par {p,y), et il est facile à calculer que la formule suivante définit une représen- 
tation Pu de :*ro sur C H U qui est donné par y = : soit / G C°°(C/, et 
,/.gC~(C7,K)[H, 

r,s=0 ii,...,ir=l ai,...,as=l 

Qr+sj 



dpi^ ■ ■ ■ dpi^ dya^ ■ ■ ■ dya^ dq^^ ■ ■ ■ dq^^ dx°-^ ■ ■ ■ dx"-" 

(2.13) 

ce qui montre le corollaire puisque *\u est équivalent à *o- ^ 



Remarque 2.3 Supposons qu'on ait une application de Poisson du fibré 
cotangent T*C d'une variété différentiable C dans une variété de Poisson 
(M, P) qui admette une quantification $ par rapport à un star-produit * 
sur M et au star-produit *o (relatif à une connexion sans torsion sur C) 
sur T*C. Evidemment la composée / ^ po[^{f)) définit une représentation 
différentielle de * sur C. Mais je ne sais pas si la réciproque est forcément 
vraie, c'est-à-dire si une représentation différentielle p sur C d'un star-produit 
* sur M définit automatiquement un morphisme de star-produits $ par rap- 
port à * et un star-produit équivalent à un *o sur T*C : on rencontre des 
problèmes de convergence. 

Une classe de représentations particulières plus ou moins liée au contexte 
du calcul formel s'obtient par un procédé analogue à celui qu'on utilise pour 
les représentations de Gel'fand, Naimark et Segal (GNS) des algèbres stel- 
laires, voir [11], [H, M, [TTl] . 



2.3 Réduction des star-produits 

Dans ce paragraphe on suppose le suivant : Soit i : C —>■ M une sous- 
variété coïsotrope fermée de la variété symplectique (M, u) telles que l'espace 
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symplectique réduit (Mi.ed,i^red est une variété symplectique pour laquelle la 
projection canonique vr : M — ^ M-ed soit une submersion. Soit X l'idéal 
annulateur de C et A/'(X) sont idéalisateur, voir ()1.27|1 . 

Il n'y a pas d'unique définition de la quantification de la réduction sym- 
plectique. Il y a au moins les deux variantes suivantes : 

Dans la première, on essaie de déformer l'isomorphisme d'algèbres de 
Poisson entre (C°°(Mi.ed, K), { , jj-ed) et l'algèbre quotient A/'(X)/X, voir la 
proposition 11.61 : 

Définition 2.9 Avec les notations données ci-dessus, soit * un star-produit 
sur M. 

1. * est dit projetable lorsque (A/'(X)[[î/]], *) et (X[[z/]],*) sont des sous- 
algèbres de (C°°(M, ]K)[[i/]], *) telles que X[[z/]] soit un idéal bilatère 
dans l'algèbre (A/'(X)[[z/]], *). 

2. * est dit réductible lorsqu'il est équivalent à un star-produit projetable. 
On arrive ainsi à une généralisation de la formule (100) de |13,, p. 138] : 

Proposition 2.5 Avec les notations données ci-dessus, soit* un star-produit 
projetable sur M. Alors /'espace C°°(Mj.ed, IK) [[z/]] est muni d'un star-produit 
canonique *red défini de la manière suivante : soient /i,/2 G A/'(X)[[z/]], 
donc il existent des uniques fonctions /i,/2 G C°°(Mred, K) [[z/]] telles que 
ï7i = 7r7i eti*f2 = 7r*f2. Alors 

ï*(/i*/2)=:7r*(/i*red/2). (2.14) 

On appelle *red le star-produit réduit de * et (C°°(Mred, IK)[[z/]], *red) l'algèbre 
réduite. 

Démonstration: Grâce au fait que est un idéal bilatère dans la sous-algèbre 
AA(T)[[ï^]], l'algèbre quotient AA(T)[[î/]]/T[[^']] est bien définie et est isomorphe -en 
tant que ]K[[î/]]-module- à C°°(Mred) Ceci justifie l'équation (|2.14|1 dont 

le membre droit est bien défini. Une étude locale de cette équation montre que la 
multiplication associative est une série formelle d'opérateurs bidifférentiels sur 
Mj-ed et que 1 *j,ed /2 = /2 = 1 *red /2- Par conséquent, *red est une star-produit sur 

Mred. □ 

Remarque 2.4 Bien qu'un star-produit projetable induise un unique star- 
produit réduit ceci n'est plus vrai pour un star-produit réductible : un tel 
star-produit peut être équivalent à plusieurs star-produits projetables qui in- 
duisent des star-produits réduits deux-à-deux non équivalents, voir l'exemple 
de la réduction pour l'espace projectif complexe en paragraphe 16. 21 
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Remarque 2.5 Dans la définition 12.91 on ne suppose a priori pas que X[[z/]] 
soit un idéal à gauche : donc elle peut être vue comme un affaiblissement de 
la condition que * admet une réduction quantique cohérente donnée dans le 
contexte des réductions de Marsden-Weinstein dans [TH], p. 135, Def. 31. On 
verra pourtant en paragraphe 13.41 que dans le cas symplectique le fait que 
2"[[î/]] est une sous-algèbre imphque que est ou bien un idéal à gauche 

ou bien un idéal à droite (si C est connexe), voir le théorème 13.41 

Pour la deuxième définition, qui m'a été communiquée par Alan Wein- 
stein, on essaie de 'quantifier' le fait que l'espace des fonctions C°^(C, K) est 
un bimodule par rapport aux anneaux C°°(M, K) et C°°(Mred5lK) : soient 
/ G C°°(M,K), (p G C°°(C,K) eihe C°°(Mred, K), alors l'application 

(/,0,/i)^(z7)0(vr*/^) (2.15) 

définit la structure d'un C°°(M, K)-C°°(Mred, K)-bimodule sur C°^(C, K). Ceci 
provoque la suivante 

Définition 2.10 Avec les notations données ci-dessus, soient * un star- 
produit sur (M, cij) et *r un star-produit sur (Mred, i^red)- On va dire que 
C°°(C, K)[[z/]] est un *-*r-bimodule (différentiel) lorsqu'il existe une représen- 
tation (différentielle) p de* dans C x K qui déforme i* et une représentation 
(différentielle) p de *°pp dans C x K qui déforme tt* telles que 

pUrp{h){<f) = ~P{h)pU){<f) (2.16) 

quels que soient f E C°°M[[z/]], h G C°^M,^4[u]], ^ G C°°C[[z/]]. 

En particulier, p est une représentation différentielle de * sur C, alors, comme 
on verra en paragraphe 13. 2[ l'idéal à gauche {/ G C°°(M, ]K)[[z/]] | p(/)l = 
0} sera une déformation de l'idéal annulateur X. Ceci correspond bien au 
'coisotropic creed' de Weinstein et Lu, voir [81 . 

Au cas oii l'espace réduit n'existe plus en tant que variété différentiable, on 
peut introduire une version locale d'un star-produit projetable : soit U G M 
un ouvert. On définit 

:= {g eC°^{U,K) \ g{c) =o\/ce Cnu} 
N{I)u := {/GC°°(t/,K) I {/,(?}GXc; V^G Jt/} 

et la version locale de la définition 12.91 est la suivante 

Définition 2.11 Avec les notations données ci-dessus, soit* un star-produit 
sur M. 
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1. * est dit localement projetable lorsque quel que soit l'ouvert U de 
M les espaces {J\f{X)u[[i']],*\ij) et (X^[[z/]], *![/) sont des sous-algèbres 
de (C°°{U,'K)[[iy]],*\u) telles que Xu[[u\] soit un idéal bilatère dans 
l'algèbre {M{I)u[H,*). 

2. * est dit localement réductible lorsqu 'il est équivalent à un star-produit 
localement projetable. 

Il ne faut pas oublier que le star-produit * est globalement donné. De la même 
façon que pour la proposition 12. 5| on montre l'existence des star-produits 
réduits *ured -cette fois locaux- sur les quotients locaux [^M{I)if/Iij^[[h']]. 

3 Premiers résultats 

3.1 Quantification des applications de Poisson comme 
problème de représentation 

Le lien entre la quantification des application de Poisson et la quantifica- 
tion des sous- variétés coïsotropes se trouve dans la suivante 

Proposition 3.1 Soit cf) : {M',P') —>■ {M,P) une application de Poisson 
entre deux variétés de Poisson. Soit C := M' et i : C := M' —>■ M x M' le 
plongement canonique de M' dans le graphe de (p, c.-à-d. i{p') := {(p{p'),p') G 
M X M' quel que soit p' G M'. Soient * et *' des star-produits sur {M,P) et 
{M',P'), respectivement. 
Alors les énoncés suivants sont équivalents : 

1. Il existe un homomorphisme de star-produits différentiel 

$ = ^zy^$, : (C°°(M,K)[[z/]],*) ^ (C°°(M',K)[H],*') avec $o = 

2. Il existe la structure d'un *-*'°^^ -bimodule sur C qui déforme i, c.-à- 
d. une représentation de star-produits différentielle p = X]r=o '^^Pr '^^ 
{C^{M X M',K)[[z/]],* O *'°PP) dans C°°(C, K)[[z/]] telle que po = i* ■ 

Démonstration: D'abord, C est une sous-variété coïsotrope de (M x M',i-*(x) — 
d'après le théorème de Weinstein ll.il 
Pom^ / G C°°(M,K) et 51,^2 G C°^{M',K) on définit 

p{f^gi){92) ■■= $(/) *' 92 *' gi- 

Puisque $ est différentielle et *' est bidifférentiel, on voit sans peine que cette 
définition s'étend de / à toutes les fonctions F G C°°{M x M', ]IC)[[i^]] à une 
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application bidifFérentielle le long de i et idc- Il est évident que ceci nous donne 
une représentation de star-produits différentielle sur M' = C, et 

pqU ®gi){g2) = ^oiDgm = i*{f ® 91)92- 

: Soient /,/i,/2 G C~(M,]K) et 9,91,92 £ C°°(M',]K). On considère les 
applications r et / : C°°(M',]K)[[i/]] {M' ,K)[[v]] données par r{g) := p{l (g) 

/)(!) et l{f) := /9(/0l)(l). On aro(5) =po(l®5)(l) =î*(1®5) =9, alors tq est 
l'application identique ce qui entraîne que r est inversible. On définit 

$ ■.= r-'^ol:C'^{M,K)[[u]] ^ {M' ,K)[[u]] 

Ensuite, /o(/) = Po(/ ® 1)(1) = S?) 1) = 4>*f, par conséquent $0 = {r^^ ° Oo = 
Iq = (f)*. On a 

p(lêD<?i)r(g2) = p(1^5i)p(lêD52)(l) = p(lêD(5i*'°PP52))(l) 

= r(<7i*'°PP<72)=r(<72*'<7i). 

d'où 

52 *' 91 = {r^^ o p(l 51) o r) (52) 

En outre, 

(r-iop(/®l)or)(5) = r-i(p(/0l)p(l®5)(l)) =r-i(p(/05)(l)) 

= r-i(p(l®(7)p(/®l)(l)) 
= (r-iop(l®5)or)(r-i(/(/))) 

d'après l'équation précédente. Par conséquent 

^{fi*f2)*'9 = {r^^ ° Piifi* f2) (S) 1)0 r){g) 

= {r^^ ° p{fi 1) o r) ( (r-i o p{f2 1) o r) (g)) 
= ^fi) *' mf2) *' g) = {Hfi) *' Hf2)) *' 9 

ce qui montre en particulier (g = 1) que <î> est un homomorphisme de star-produits. 
□ 

Remarque 3.1 La catégorie des ]K[[z/]]-algèbres associatives est parfois rem- 
placée par une catégorie 'plus vaste' qui a les mêmes objets, mais dont les 
morphismes de A dans B sont donnés par des classes d'isomorphismes de 
^-i3-bimodules qui soient projectifs et d'un nombre fini de générateurs en 
tant que ;B-modules, voir par exemple [HH! p.20]. La proposition précédente 
montre que la déformation d'un morphisme de Poisson dans la catégorie plus 
vaste, c.-à-d. en tant que bi-module, reste dans la catégorie usuelle 011 les 
morphismes sont des morphismes d'algèbres associatives. 
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3.2 Représentations, la déformation de l'idéal annula- 
teur et star-produits adaptés 

Soit (M, P) une variété de Poisson, i : C M une sous- variété coïsotrope 
fermée et X l'idéal annulateur de C, voir I1.81 Soit * un star-produit sur M 
et p une représentation différentielle de * dans C x K. On définit 

I, := {/ G C^{M,K)[[u]] I p(/)f = 0}. (3.f) 

Il est évident que Tp est un idéal à gauche de (C°°(M, K)[[z/]], *). Pour le 
cas d'une représentation GNS formelle (voir ^H]) oii l'espace préhilbertien 
est engendré par un vecteur 'vacuum' (par exemple pour la représentation 
de Schrodinger sur un espace des configurations compact) l'idéal Tp coïncide 
avec l'idéal de GeVfand. On peut se demander quand cet idéal coïncide avec 
l'espace X[[z/]] : 

Proposition 3.2 Soient {M,P), C, * et p comme ci-dessus. Alors il existe 
une série d'opérateurs différentiels S = id + Xl^i ^''^r (où Sj. appartient à 
Di(C°°(M,IK);C°°(M,]K)) et s'annule sur les constantes quel que soit l'en- 
tier positif r) telle que pour le star-produit *' := S{*) et la représentation 
différentielle p'{f) := p{S-^f) (où f G C^{M,K)[[iy]]) on a 

1. Pour tous f,g e C°°(M, K)[[z/]] ; 

p'{f){^*9)=^*{f*'9)- 

2. L'idéal à gauche Xpi de l'algèbre (C°°(M, K)[[z/]], *') est égal à l'espace 

3. L'idéal à gauche Xp de l'algèbre (C°°(M, K)[[z/]], *) est égal à l'espace 

Démonstration: Puisque la représentation p est différentielle, alors l'application 
D : C°°{M,K)[[u]] C'^{C,K)[[u]] définie par 

Df := p(/)l 

quel que soit / G C°°(M, ]IC)[[i/]] est une série d'opérateurs différentiels D = 
T.r=o^''Dr où Dr appartient à (C°^ (M, IfC); C°°(C, IfC)) (le long de i) quel que 
soit l'entier positif r. Evidemment, Dq = i* et s'annule sur les constantes quel 
que soit r > 1. A l'aide d'un voisinage tubulaire U de C on va construire vers la 
fin de cette démonstration une série d'opérateurs différentiels S = id + YlT=i Sr 
où tout Sr appartient à D-*^ (C°°(M, K); C°°(M, K)) et s'annule sur les constantes, 
telle que 

Drf = i*Srf V/ G C°^(M,]K) Vr G N. 
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Alors S est inversible et 



p{f)l = i*{Sf) quel que soit / G C°°(M, K)[[iy]]. 

Alors p' est évidemment une représentation de *' dans CxK. Puisque p'{f)l = i*f 
il s'ensuit que Ipi est égal au noyau de i* , alors à De plus, on déduit de 

= i*{Sf) queXp = S-'^{l[[iy]]). En outre 

p'{f){i*9)=p{S-'f)i*{S{S-'g)) = piS-'f)piS-'g)l=p{S-Hf*'9))l 

= i*{S{S-\f*'g)))=e{f*'g), 

ce qui montre l'énoncé 1. 

Pour construire S il faut prolonger les valeurs de D : d'abord il est clair que 
Dq = i* = i* id = i* Sq. Soit t -.U ^ C xm voisinage tubulaire de C dans M. Soit 
(^a)a€A un recouvrement ouvert de C tel que tout T~^{Ua) soit le domaine d'une 
carte = (x^, . . . ,.x") de M. Soit (xa)aeA une partition de l'unité subordonnée 
à {Ua)aeA- Pour tout r € N,r > 1 il existe un entier positif tel que l'opérateur 
différentiel D^. est de la forme locale suivante pour tout / G C°°(M, K) ei c^Ua ■ 

\I\<Nr " 

pour des multi- indices / G iV" et certaines fonctions Z)^^ appartenant à C°°{Ua, IK). 
On définit pour tout u e U 

Sr,u{f)i^) ■■= T. M^i^)) E DUr{u))Ç^{u). 

aeA \I\<Nr " 

Visiblement, tout Sr^jj est un opérateur différentiel bien défini appartenant à 
B^{C°°{M,K);C°°{U',K)) tel que 5^,[/(/)(c) = Dr{f){c) quel que soit c G C et 
/ G C°°(M,K;). Soit maintenant V un ouvert de M tel que C C F C F C Î7 
(puisque M est un espace topologique normal) et soit W l'ouvert M \ V (ici V 
etc. désigne l'adhérence de V dans M). Alors M = C/UW'etCnW^ = 0. Soit 
(V'iy, 1 — V'c/) une partition de l'unité subordonnée au recouvrement ouvert (C/, W) 
de M. Finalement, les opérateurs différentiels 

Sr{f):=i^u Sr,u{f) VrGN,r>l 

appartiennent à l'espace d'opérateurs différentiels D^(C°°(M, IK);C°°(M, K)) et 
satisfont à l'équation Sr{f){c) = Dr{f ){c) quel que soient c G C et / G C°°{M,K). 
□ 

On voit qu'il existe toujours un couple équivalent {*' , p') tel que l'idéal an- 
nulateur est directement un idéal à gauche pour le star-produit équivalent 
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Réciproquement, soit * un star-produit sur M pour lequel l'idéal annula- 
teur X[[î/]] soit un idéal à gauche. Il s'ensuit que l'équation 

p{f){i*g) ■.= t*{f*g) quels que soient /, (7 G C°°(M, K)[M] (3.2) 

est une représentation différentielle de * dans C x K bien définie parce que 
la restriction i* est surjective et f * g appartient à X[[z/]] si g est un élément 
deJ[H. ^ 

Les considérations précédentes montrent le 

Théorème 3.1 Soit {M,P) une variété de Poisson, i : C ^ M une sous- 
variété coïsotrope et * = X]^o ^^^r un star-produit sur M. 
Alors * est représentable sur C , i.e. il existe une représentation différentielle 
de * dans C x K si et seulement s'il existe un star produit *' = Yl'^o^^^r 
équivalent à * tel que tous les opérateurs hidifférentiels sont tels que 

C'rif, g) el quels que soient f E C°°{M,K), g E I. (3.3) 

Cette proposition provoque la suivante 

Définition 3.1 Soit (M, P) une variété de Poisson et i : C ^ M une sous- 
variété coïsotrope fermée de M . 

Un star-produit * sur M est dit adapté à la sous- variété coïsotrope C lorsque 
la condition 4,'/. est satisfaite, c.-à-d. X[[z/]] est un idéal à gauche de * où 
I est l'idéal annulateur de C. On appellera sa représentation canonique p 
l'application 

pUYg ■.= t*if*g) 
quels que soient f,g E C°°{M,K)[[u]]. 

L'exemple clef pour un star-produit adapté est le star-produit du type stan- 
dard *o pour un fibré cotangent, voir l'éqn ()2.9|) pour sa représentation canon- 
ique au cas 011 y4 = 0. Un cas particulier plus élémentaire est le star-produit 
sur M^n. 

La notion du commutant s'avérera très importante plus tard : 

Définition 3.2 Soit (M, P) une variété de Poisson et i : C ^ M une sous- 
variété coïsotrope fermée de M. Soit * un star-produit représentable sur M 
et p une représentation différentielle de * sur C . 
Le commutant de * par rapport à p est défini par 

Hom(,,,)(C,C) := {D : C°°(C, K)[M] ^ C~(C, K) [H] | 

D est IK[[z/]] — linéaire et 
DpU) = pU)d\/ feC^{M,K)[[u]]}. 

(3.4) 
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Pour un star-produit adapté * on définit Vidéalisateur de par rapport 

à * par 

:= {h e C~(M, K)[M] \g*h& V ^ G X[H]}. (3.5) 

Il est évident que N*{X) est une sous- algèbre de (C°°(M, ]K)[[i/]], *) et que 
est un idéal bilatère de M*{T). On a 

Proposition 3.3 Soit (M, P) une variété de Poisson, i : C ^ M une sous- 
variété coïsotrope fermée de M et soit * un star-produit adapté sur M. 

1. Le commutant de * par rapport à sa représentation canonique p est 
donné par 

Hom(,,^)(C, C) = {i*f ^i%f*h)\he ^ {K{l)/lMy^\ 

2. En outre, si * est pro jetable, alors Af^iX) = M{T)[[v\\, et le commutant 
est donc anti-isomorphe à l'algèbre réduite. 

Démonstration: 1. Soit D e Hom(*^p)(C, C). Soit /' e C°°(M,]K)[[i/]] tel que 
i*f' = Dl. Il vient 

i*if * /') = pUYf = p{f){Dl) = Dp{f)l = D{i*f), 

donc D est déterminé par sa valeur sur 1. En particulier, pour f = g £ ^[W]] la 
fonction /' est telle que g * f e donc /' G M^I) et D{i*f) = i*{f * f). 

Réciproquement, soit h G J\f*{I). Alors l'application 

Dh{i*f) ■.= i*{f*h) 

est bien définie car i*{g * h) = quel que soit g G par définition de 

De plus 

Dnp{f)i*f = D„ii*{f * /) = i*{f *f*h)= p{f)i*{f * h) = p{f)Dhi*f 

et Dh G Hom(^ p)(C, C). On voit facilement que Dh = si h e et que D^, = 

implique = Dh{l) = i*h, donc h G 

Dh,h'=DyDh V/i,/i' gAC(J). 

Ceci montre que D : h ^ Dh définit un antihomomorphisme surjcctivc de J\ft.ÇI) 
sur l'algèbre associative Hom^^ p)(C, C). Le noyau de D étant l'isomorphisme 
annoncé est montré. 

2. Puisque * est projetable, est un idéal à gauche de A/'(X)[[i/]]. Alors il 

est évident que J\f{I)[[v]] C J\f*il). 

Réciproquement, soit / = Y^^=o^^ îr un élément de ^^^(X) (avec fr G C°°(M, K)). 
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Puisque pour tout /' G C°°{M, il vient f'*g e (car est un idéal 

à gauche) il suffit de considérer l'équation 

= i*{f*9-g*f) ygel. 

A l'ordre r = 1 on obtient = 2i*{fQ,g} \/g G X, donc /o G N{T). Supposons par 

récurrence que /o, • • • ,/r £ N{T). Donc := fo + l'fl^ fr £ et 

puisque X[[z^]] est un idéal bilatère dans ce dernier espace il vient que = i*{f^'^^*g— 
donc := est un multiple de et on a = z*(/iW*i?-c/*/iW). 

Cette condition à l'ordre r + 2 donne = 2i*{fr-\-i, g} \/g G X, alors fr+i est un 
élément de Il s'ensuit que / G AA(X)[[ï/]], alors AA*(X) C J\f{I)[[u\]. □ 

Soit D/(C°°(M, K); C°°(M, K)) l'espace de tous les opérateurs différentiels 
adaptés à C, c.-à-d. ceux qui préservent I : 

D7(C°°(M,K);C°^(M,K)) : = 

{D G Di(C°°(M, K); C°°(M, K)) | G J V ^ G J}. (3.6) 

Puisque C°°(C, K) ^ C°°(M, K)/X il existe une application naturelle 

Dj(C°°(M,K);C°°(M,K)) ^ B\C°°{C,K);C°°{C,K)) : 

D ^ {i*f^i*{Df)). (3.7) 

Le sous-espace d'opérateurs différentiels D/(C°°(M, K), C°°(M, K)) servira 
d'espace naturel pour les transformations d'équivalence entre deux star-pro- 
duits adaptés à C : d'un côté, il est évident que toute série S = id-|-^^^ u'^Sr 
telle que tous les opérateurs différentiels Sr soient adaptés à C transforme 
tout star-produit adapté à C dans un star-produit adapté à C. Dans ce cas 
on a la proposition suivante : 

Proposition 3.4 Soit i : C ^ M une sous-variété coïsotrope de la variété 
de Poisson {M,P). Soient * et *' deux star-produits adaptés à C, p et p' 
leurs représentations canoniques, et soit S une transformation d'équivalence 
adaptée, i.e. *' = S{*) et S{X[[u]]) = I[[u]]. 
Alors les couples (*,p) et {*',p') sont équivalents. 

Démonstration: Soit T la série d'opérateurs différentiels de C induite par S, i.e. 
Ti*g = i*{Sg) quel que soit g G C°°{M,K)[[u]]. Soient f,ge C~(M,K)[M]. Alors 

p'Urg = ^*if*'9)=^*{S{{S-'f)*iS-'g))) 

= Ti*{{S-'f) * (S-'g)) = Tp{S-'f)i*{S-'g) 
= Tp{S-^f)T-h*g, 

donc p'{f) = Tp{S~^f)T~^, et les couples (*,p) et (*',p') sont équivalents. □ 
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D'un autre côté, il n'est pas vrai en général que deux star-produits adaptés 
équivalents sont équivalents par rapport à une transformation d'équivalence 
adaptée comme on peut voir dans des exemples, voir le paragraphe El Mais 
le cas particulier suivant est important : 

Théorème 3.2 Soit (M, a;) une variété symplectique eti : C ^ M une sous- 
variété coïsotrope fermée de M. Soient * et *' deux star-produits adaptés à 
C . On suppose que le premier groupe de cohomologie verticale de C s'annule : 

Hl{C,K) = {0}. 

Si * et *' sont équivalents, alors il existe une transformation d'équivalence 
S = id+^^j^ u^Sr telle que tous les opérateurs différentiels Sr soient adaptés 
à C. 

Démonstration: Soit * = X^^o*^^^^ *' ~ YlT^o^^^'r- r = étant 

évident, supposons qu'on ait déjà trouvé r + 1 opérateurs différentiels adaptés 
To := 0, Ti, . . . , Tr (r > 0) tels que r('') := (id + u^'Tr) • • • (id + z^ri)id envoie * 

sur un star-produit adapté T('')(*) =: =: X^s^o '^'^^^^^ 'î^^ coïncide avec *' 
jusqu'à l'ordre r. Puisque * et *' sont équivalents, *' et le sont aussi. D'après 
la théorie générale des classes de Deligne (voir la proposition 11.71 et [63j). il existe 
un opérateur différentiel B : C°° (M, K) — > C°° {M, K) et une 1-forme 7 sur M tels 
que 

C:.+i(/l,/2) = C^,{fl,f2)-{bB){f,j2) + {dj){Xf„Xf,) 

V/i,/2GC°^(M,]fC) 

où b désigne l'opérateur cobord de Hochschild, voir éqn (|1.44|) . Puisque les star- 
produits * et sont adaptés, alors la restriction i* appliquée à l'équation précé- 
dente (pour fi = gi et /2 = g2 avec 91,52 £ ^) entraîne que la somme —i*B{gig2) + 
i* {d'y){Xg-^, Xg^) s'annule. En séparant la partie antisymetrique, il vient 

dviPvi*l) = 

(voir les équations (|1.22|) et (|1.24|) pour la notation), car les champs hamiltoniens 
Xg de g G T induisent tous les champs verticaux, voir la proposition 11.51 Puisque 
H^{C,K) = {0} il existe une fonction / e C~((,K)M) telle que 

7e (y) = {dfUv) V c G C V y e TeC-. 

La restriction de la 1-forme modifiée 7' := ^ — df h, C s'annule donc sur tous les 
vecteurs verticaux. Soit Y l'unique champ de vecteurs tel que oJ'iY) = —7' et soit 
g £ I. Il vient 

r y (5) = i* {dgiY)) = i* {iviXg, Y)) = i* {j'iXg)) = 
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alors Y[g) G I, et Y est un champ de vecteurs adapté (en tant qu'opérateur 
différentiel d'ordre 1). En modifiant l'opérateur adapté par l'opérateur adapté 
T'. := Tr + Y, les coefficients C^T"* du star-produit ne changent pas pour < 
k < r (car Y est une dérivation de la multiplication point-par-point, donc by = 0), 
mais à l'ordre r 4- 1 le star-produit modifié adapté est égal à 

c2i(/i,/2) = c2i(/i,/2) + y(Ci(/i,/2)) - Ci(y(/i),/2) - Ci(/i,y(/2)) 

Puisque il est connu que Ci(/i,/2) = {/i,/2} + (b-Bi)(/i, /2) pour un opérateur 
différentiel Bi il s'ensuit que 

cïïi(/i,/2) = c^;Uhj2) - {di){Xj^,Xf,) - (b[y,i?i])(/i,/2), 

donc 

C;+i(/i,/2) = cgi(/i,/2)-(b(5 + [y,Bi]))(/i,/2) 

V/i,/2eC°°(M,K). 

En restreignant cette équation à C et en observant que *' et V sont adaptés, on 
obtient les équations suivantes pour l'opérateur différentiel B' := B + [y, Bi\ 

i*B'{fg) = i*fi*B{g) V/ G C~(M, K) G J 
i*B'igig2) = V5i,52eX. ^^"^^ 

Il s'ensuit que la restriction de i*B' à 2 définit un morphisme B de C°°(C, K)- 
modules du module conormal I/I^ ^ r°°(C,TC^"°) à C°°{C,K), par conséquent 
une section du fibré vectoriel TM\c/TC. En choisissant un sous-fibré F de TM\c 
complémentaire à TC et en utilisant un voisinage tubulaire de C on trouve un 
champ de vecteurs X sur M tel que Xc mod TqC = Bc quel que soit c G C. Par 
conséquent, pour l'opérateur différentiel 

Tr+i '■= B' — Lx 

(ph Lx désigne la dérivée de Lie par rapport au champ de vecteurs X) il vient 

eTr+i{g) = i*B'{g) - CLxig) = V5 G X, 
donc Tr+i est adapté à C. Puisque Lx est une dérivation de C°°(M, K) on a 

c;+i(/i,/2) = c2i(/i,/2)-(br,+i)(/i,/2) 

V/i,/2GC°°(M,K) 

et le star-produit adapté *(^+^) := (id -|- v^'^^Tr+i){i^'^^) coïncide avec *' jusqu'à 
l'ordre r + 1. Ceci montre que le produit infini S := limr^oo(id-l-^'T^) • • • (id + uTl) 
définit une transformation d'équivalence adaptée de * à □ 
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Corollaire 3.1 Soit (M, a;) une variété symplectique et i : C —>■ M une 

sous-variété coïsotrope fermée de M. Soient * et *' deux star-produits sur M 
et p (resp. p' ) une représentation différentielle de * (resp. de *') sur C . On 
suppose que le premier groupe de cohomologie verticale s'annule, //^(C, K) = 
{0}. 

Si * et *' sont équivalents, alors les couples (*,p) et {*' -, p') sont également 
équivalents. 

Démonstration: D'après la proposition 13.21 il y a deux transformations d'équiva- 
lence S et S' tels que les star-produits * := S{*) et î' := S'{*') soient adaptés 
et le couple (*,p) (resp. {*' , p')) est équivalent au couple {*,p) (resp. (*',/>)') où 
p (resp. p') est la repésentation canonique de * (resp. de *'). Puisque * et *' sont 
équivalents, alors * et î' le sont, et d'après le théorème 13.21 il existe une transfor- 
mation d'équivalence adaptée U telle que *' = U{i). D'après la proposition 13.41 
les couples (*,/5) et {i\p)' sont équivalents. Par conséquent, les couples (*,/o) et 
(*',/)') sont également équivalents. □ 

Remarque 3.2 L'analogue multidifférentiel de Dj, l'espace (J5j, défini par le 
sous-espace de tous les opérateurs multidifférentiels (de rang r G N) D tels que 
pour tous /i, . . . , G C°°(M, K) et (7 G X la fonction D(/i, . . . , /r-i, g) 
s'avère très important pour les considérations de formalité dans [H]. 

3.3 Représentations sur les sous-variétés lagrangien- 
nes 

Soit (M, u;) une variété symplectique et L C M une sous- variété lagrang- 
ienne fermée. D'après un théorème de Weinstein (voir |112j ou p. 411, 
thm 5.3.18) il existe un voisinage ouvert U D L dans M, un voisinage 
ouvert L G V C T*L de la section nulle du fibré cotangent de L et un 
difféomorphisme symplectique (p : U V dont la restriction à L donne 
l'identification usuelle de L avec la section nulle L T*L. 

Alors, pour étudier les représentations des algèbres déformées sur les sous- 
variétés lagrangiennes, on regarde d'abord le cas M = T*L à l'aide du calcul 
symbolique esquissé dans paragraphe 12.21 

Théorème 3.3 Soit V un voisinage ouvert fibre-par-fibre convexe de L dans 
la variété symplectique T*L. Soit * un star-produit sur V. 

1. Il existe une représentation différentielle de * sur L si et seulement si 

M = 0. 

2. Soit p une représentation différentielle de * sur L et *' un autre star- 
produit sur V avec une représentation différentielle p' sur L. Alors les 
couples (*,p) et {*',p') sont équivalents. 
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de k V est équivalente à *. Soit 5* une transformation d'équivalence telle que 
S* = 



3. On suppose que * soit représentable sur L. Alors l'ensemble de toutes 
les classes d'isomorphisme de modules de * sur L est en bijection avec 

où on a écrit H^^iL, K) := Hjji{L, M) au cas oùK = Ret H}^r{L, K) := 
H}^{L, C)/2mH}ji{L, Z) au cas oùK = C. 

Démonstration: 1. Soit B € i/ri^(L)[[z/]] une série formelle de 2-formes fermées 
telle que ^ représente la classe de Deligne [*] de * : ceci est possible car V se 
retracte sur L et [lo] = pour la forme symplectique canonique u! de V C T* L. 
Soit -kg le star-produit sur T*L défini dans [ini, paragraphe 4, eqn (4.2). Puisque 
sa classe de Deligne est égale à ^ = [*] (voir ^0], Theorem 4.6) alors la restriction 

B 


"-4=" : If [*] = 0, alors * est équivalent au star-produit (où = 0) qui 
admet toujours une représentation sur L grâce au calcul symbolique (voir le para- 
graphe O et [Hj, [El et [in], équation (2.1)). Donc il existe une représentation 
différentielle de * sur L. 

: Réciproquement, supposons qu'une représentation différentielle p existe 
pour le star-produit *. Par conséquent, C°°(y, K)[[z^]] 3 f p{f) := p{S~^f) est 
une représentation de la restriction de -k^ kV (qu'on va noter désormais par *^) 
dans L. Soit tt : V ^ L la restriction de la projection du fibré T*L L k V. On 
considère l'opérateur différentiel 

D : C~(L,K)[M] B (j)^ p{7r*(j))l G C°°{L,K)[[u]]. 

Grâce au fait que n o i est l'application identique de L il s'ensuit que D(p = 
(f)+ termes d'ordre supérieur en u, donc D est une série formelle d'opérateurs 
différentiels inversible. Puisque 

in*cP) (vr» = 7r*(0V) V</., V G C°^iL,K)M 

(voir jni) Theorem 4.1 ii)) il vient D{(j)ip) = p{7r*(j))D'tp. En définissant la représenta- 
tion C°°(F, ]K)[[i/]] B f ^ p{f) := D^^p{f)D de -k^ dans L, on voit que les couples 
{*,p) et {-kQ , p) sont équivalents et que 

p{TT*ct))i) = (j)^ V(/.,V' G C°°(L,]fC)[M]. (3.9) 

Pour un champ de vecteurs X sur L soit J{X) G C°°(T*L,]K) la fonction C, ^ 
On utilisera les mêmes symboles pour sa restriction à V. Soit Y un 
autre champ de vecteurs sur L et G C°°(L, K)[[zv]]. A l'aide des équations (4.2), 
(4.1), (3.11) et (2.1) de [TOI on calcule : 

TT*<t) k^ J{X) = 7r*(/> J{X) = J(0X) (3.10) 
J{X)k^TT*(p = 7r*(p J{X) -2i^7r*{X(l)) (3.11) 

J{X)*^ JiY)-JiY)*^ J{X) = -2i/(^J([X,y]) + 7r*(S(X,y))^(3.12) 

(3.13) 
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Par conséquent, pour tout V G C°°(L,]K)[[i/]] il vient de (EU, et (ITTll : 

-2u{X(l))ij = p{ -2uTT*{X(j)))i) = p{j{X)i<^ -K*(j)- -K*(j) i<l^ J{X))tP 
= p{J{X))p{7T*^)i^-p{7T*<f>)p{j{X))i; 

= p{j{x)){H)-cl^{p{J{x))^l^) 

En particulier, pour = \ on obtient 

p[J{X)) cp = -2vX<j) - A{X)(t) (3.14) 

où l'application A : T°°{L,TL) C°°(L,]K)[[i/]] : X ^ p{j{X))l est une série 
d'1-formes sur L, car grâce à ()3.1U() on a 

A{<PX) = p{7T*cPJ{X)) 1 = p{7T*4> J{X)) 1 = p{7T*4>)p{j{X)) 1 = #( J(X)) 1 

Finalement, les équations 1)3.12^ et H3.14() entraînent 

-2up{j{[X,Y])i;-2uB{X,Y)i; = p{j{X))p{j{Y))^ - p{j{Y))p{j{X))^ 

= 4:i^^[X,Y]ip 

+2u(^X{A{Y)) -Y{A{X)) - A{[X,Y])y 

+2iyA{[X,Y])i, 
= -2up{j{[X,Y]))i^ + 2u{dA){X,Y)i^, 

donc B = dA, alors [*] = ±[B] = 0. 

2. D'après la première partie, on a [*] = 0, et * est équivalent à *o- Dans la 
démonstration de 1) on vu des cas particuliers de la représentation p de *o : 
quels que soient 4>,ip e C°°{L,K)[[u]] et X e T{TL)[[u]] il vient p{7T*(l))ip = H 
et pi^J{X))il) = —2u(yX + ^A{X))il>. Par conséquent, p conïncide avec p^ (voir 
l'équation ^T^) sur les sous-espaces -k* [L ,K)[[v]] et J {T°° {L ,T L))[[v]] où 
dA = 0. Puisque ces deux espaces engendrent localement l'espace de toutes les 
fonctions qui sont polynômiales le long des fibres de T*L, et puisque le fait que 
p et * sont différentielles entraîne que toute représentation est déterminée par ses 
valeurs sur le sous-espace des fonctions polynômiales, il vient que p et p^ coïnci- 
dent. Donc les couples (*,p) et (★oîPc?) sont équivalents, et puisque (*,p) était 
arbitrairement choisi, alors tous les couples sont équivalents. 

3. Grâce à 2) il reste à vérifier lesquels des modules p^ et p^ pour dA = et 
dA' = sont isomorphes. L'énoncé pour K = C est le contenu du théorème 7.3 
de jni) c.-à-d. la classe de de Rham de A — A' est nécessairement un élément de 
i'2-kH^j^(L,Zi) parce qu'on peut avoir de l'holonomie intégrale. Pour K = M ce 
phénomène n'existe pas, d'où le fait que la classe de A — A' doit s'annuler. □ 

Le théorème de Weinstein mentionné ci-dessus permet de déduire le suivant 
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Corollaire 3.2 Soit * un star-produit sur la variété symplectique {M,uj) et 
i : L M une sous-variété lagrangienne de M. 

1. Il existe une représentation différentielle de * sur L si et seulement si 
i*[*] = 0. 

2. Soit p une représentation différentielle de * sur L et *' un autre star- 
produit sur M avec une représentation différentielle p' sur L. Alors il 
existe un voisinage ouvert U de L tel que les couples {*\u, p\uxl) et 
{*'\u, p'Iuxl) sont équivalents. 

3. Soit p une représentation différentielle de * sur L. Alors l'ensemble de 
toutes les classes d'isomorphisme de modules de * sur L est en bijection 
avec 

uH}'^mK)®u'H}^iL,K)[[u]], 
voir le théorème \3. 3i pour la notation. 

Démonstration: Le théorème de Weinstein |112) mentionné au début de ce para- 
graphe nous donne un ouvert U de M (qui est convexe fibre-par-fibre et contient 
L) et un symplectomorphisme (p : U —> ^ C T*L où y est un ouvert de T*L qui 
contient L comme section nulle. On voit d'abord que * est représentable sur L 
ssi *\u est représentable sur L d'après le corollaire 12.11 Pour les variétés U munie 
du star-produit *\u et V munie du star-produit retiré *{*\u) et l'application 
(j) les hypothèses de la proposition 12.41 sont satisfaites. Par conséquent, *\u est 
représentable sur L ssi çi>~^ est représentable sur L. Puisque la cohomologie 

de de Rham de U et de V coïncident avec celle de L où l'injection i de L dans U 
ou V induit un isomorphisme, il s'ensuit que (/)~^ *(*|î7) est représentable sur L ssi 
la classe de Deligne de [(/>~^ s'annule d'après le théorème 13.31 donc ssi 

= *{*\u)] = [*\u]=i*[*]. 

A l'aide d'un raisonnement analogue on trouve que les classes d'isomorphisme de 
*-modules sur L sont en bijection avec celles de *(*|f/)-modules sur L, alors le 
reste du corollaire se déduit du théorème 13.31 □ 



3.4 Déformation de l'idéal annulateur comme sous-al- 
gèbre 

Soit i : C ^ M une sous- variété coïsotrope connexe et fermée de la variété 
symplectique (M, cj), soit X l'idéal annulateur de C et soit * un star-produit 
sur M. Le but de ce paragraphe est la démonstration du théorème suivant : 

Théorème 3.4 Avec les notations données ci-dessus, soit * tel que l'espace 
X[[z/]] est une sous-algébre de l'algèbre (C°°(M, K)[[z/]], *) . ^/ors X[[z/]] est ou 
bien un idéal à gauche ou bien un idéal à droite de (C°°(M, ]K)[[î/]], *) . 



64 



Démonstration: Soit * = X^r^o^*^^^' D'après l'hypothèse on a €^(51,52) £ 2^ 
quels que soient gi, §2 £ I et r £ 'N donc 

i*Cr{gi,g2) = V 51,52 e X V r G N. (3.15) 

On va procéder par récurrence : soient / G C°°{M,K) et g,gi,g2 G X. 

0. Pour r = 0, il est clair que Co(/, g) = fg = Qig, f) G I. 

1. Le traitement du cas r = 1, ce qui est le plus difficile, sera remis à la fin de cette 
démonstration. 

2. Supposons d'abord que X[[i^]] soit un idéal à gauche jusqu'à l'ordre r > 1, c-à-d. 

i*Cs{f,g) = V/gC°°(M,]IC) Vc/GT VO<s<r. (3.16) 

L'associativité à l'ordre r + 1 de *, suivie de la restriction i*, donne 

= i*Cr+i{fgi,g2) - i*Cr+i{f,gigi) + i*{Cr+i{f,gi)g2) - i* {fCr+i{gi,g2)) 

r 

+ ^ i* (Cs {Cr+i-sif, 51), 52) - Cs (/, Q.+i_s(5i, 52))) , 

s=l 

d'où, grâce à (ITT^ et (Tnïïl) . 

i*Cr+i{f,gm) = V/gC°°(M,]K) V5i,52eX (3.17) 

Ensuite, l'associativité à l'ordre r + 2 de *, suivie de la restriction i* , donne 

= i*Cr+2{fgi,g2) -'i*Cr+2{f,gm) +i*{Cr+2{f, 91)92) -i*{fCr+2{9l,92)) 

+i*Cr+i (Ci(/, c/i), 92) - i*Cr+i (/, Ci{gi,gi)) 
+i*Ci (Cr+i(/, 51), 52) - i*Ci (/, Cr+i{gi,g2)) 

r 

+ "^1* (C.s{Cr+2-s{f, 91), 92) - Cs{f,Cr+2-sigi,92))^ 
s=2 

= -eCr+2{f,9igi)-i*Cr+i{f,Ci{gi,g2)) V / G C°°(M, IC) V<7i,52eT 

grâce à (|3.15j) et (|3.16|) . En retranchant de cette équation la même équation avec 
9i et g2 échangés, on obtient 

i*C,+i(/,{5i,52}) =0 V/GC°°(M,]fC) V5i,52eX. (3.18) 

Puisque I/I^ ^ r°°(C, TC'^"'^) ^ r°°(C,S) (via [g] ^ -Xg\c) en tant qu'algèbre 
de Lie, les équations ()3.15|) et (|3.17|) nous disent que (/, 5) ^ i*Cr+i{f, g) induit 
un opérateur différentiel A'+i de C°^{C,K) x V^iCE) C'^{C,K). De plus, 
l'équation (|3.18|) entraîne que 

Dr+i{f,[V,W]) = yV,WeT'^{C,E) V/GC°°(C,K). 

Puisque Dr+i en tant qu'opérateur bidifférentiel est local, il est déterminé par ses 
restrictions à toutes les cartes. Soit ([/, (Ç^, . . . , Ç^™, x^, . . . , x^)) =: [U, (^, x)) une 
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carte distinguée de la variété feuilletée C (dont les coordonnées Ç sont constantes 
sur les feuilles locales et les coordonnées x donnent un paramétrage des feuilles 
locales). On peut en outre supposer que l'image de la carte soit un domaine convexe 
de M^m+fe (;.ontient l'origine. Soit W = X]i=i^*^ champ vertical local, 
c.-à-d. un élément de V°^{U^E). On définit 



On calcule sans peine que 

" d 



-, W 

dx^ ' 



W (3.19) 



et la restriction de Dr+i à U s'annule sur W = [F, W] car V := gfr est également 
vertical. Par conséquent, -D^+i s'annule et donc 

i*Cr+i{f,g)=Dr+i{i*f,-Xg\c) = Q, 

ce qui montre la récurrence à condition que le cas r = 1 soit établi. 
Le cas ori l'équation est remplacée par les conditions analogues pour un 

idéal à droite est traité de manière entièrement analogue à la façon précédente. 
3. Le cas r = 1 : dans la suite, soient /, /i,/2 £ C°°(M, K) et g,gi,g2 G I- H est 
connu (voir par exemple jïïS]) Prop. 2.23) que l'opérateur bidifférentiel Ci est de 
la forme générale 

Cl(/l, /2) = {/l, /2} + (b5i)(/i, /2) := {/l, /2} + /l(i?l/2) - i?l(/l/2) + iBh)f2. 

(3.20) 

pour un opérateur différentiel Bi : C°°(M, IC) — > C°°(M, IC) quelles que soient 
/i,/2 G C°°(M,]K). La partie symétrique de (|ïï?Tïï|l donne i*[Bi{gig2)) = quels 
que soient 51,(72 G ^1 donc i*i?i induit un opérateur différentiel B : r°°(C, i?) — > 
C°°(C, K) par i?(— Xg|c) := i*Bi[g). Il s'avérera utile de définir l'opérateur bid- 
ifférentiel suivant : quels que soient V G T°°{C,E) et e C°°(C,]K) 

:= B{cpV) - ^B{V) (3.21) 

Puisque pour tous / S C°°(M, K) et 171 , ^72 > 5 S il vient 

r(bi?i)(/, 5152) = î* tel (5152)) -r(i?i((/5i)52)) +î*(i?i/)i*(5i52) = 



(car fgi e I et i*B{I^) = {0}), et puisque i* [{bBi){f, g)) ne dépend que de i* f 
(car e{bBi){I,I) = {0}) il vient 

Dv(l>:=-i*{bB^){f,g) si = et y = -X^lc. (3.22) 

En notant par V également la dérivée de Lie par rapport au champ de vecteurs 
V, on a 

V^ = i*{gJ} si i*f = (l)etV = -Xg\c, (3.23) 
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donc on peut écrire 

e{Ciif,g)) = -{V + Dv)(l), (3.24) 
i*{Ci{g,f)) = {V-Dv)<p. (3.25) 

En regardant l'associativité de * à l'ordre 2 pour (/, 51,(72) on obtient 

= -i*C2(/,5i52) + i*Ci(Ci(/,gi),c/2) - i*Ci(/,Ci(5ri,c/2)), 

alors, en retranchant de cette équation celle avec gi et g2 échangées, 

2i*Ci(/, {51, 92}) = i*Ci (Ci(/, 51), 52) - i*Ci (Ci(/, 92), 91) • 

En décomposant Ci à l'aide de H3.20() et en utilisant ()3.22|) et (|3.23|) nous sommes 
menés à l'équation d'opérateurs différentiels suivante 

[Dv, Dw] - [V, W] + [V, Dw] + [Dv, W] - 2Dyv,w] = (3.26) 

quels que soient les champs de vecteurs V,W G r°°(C, E'). On regarde encore une 
fois l'associativité de * à l'ordre 2, mais pour (51,/, 52) cette fois : 

= i*C2{gif,g2)-i*C2{gi,fg2) + i*{C2{gi,f)g2) -i*{giC2{f,g2)) 
+i*Ci{Ci{gi,f),g2) - ^€1(51, Ci(/, c/2)), 

alors, grâce à (|3.15j) il vient 

= i*Ci(Ci(5i,/),52) - i*Ci(5i,Ci(/,52)). 

A l'aide de (|3.2()j) . de (|3.22j) et de (|3.23|) on arrive à l'équation d'opérateurs 
différentiels suivante : 

[Dv, Dw] - [V, W] = [V, Dw] + [W, Dv] 

quels que soient les champs de vecteurs V,W £ T°^{C,E). Puisque le membre 
gauche de cette équation est antisymétrique par rapport à l'échange de V et W, 
tandis que le membre droit est symétrique par rapport à cet échange, il vient que 
les deux membres doivent s'annuler séparément. Avec l'équation (|3.26|) on obtient 
les trois équations suivantes 

[V,Dw] = D[v,w], (3.27) 
[V,Dw] = [Dv,W], (3.28) 
[Dv,Dw] = [V,W], (3.29) 

quels que soient les champs de vecteurs V,W £ T°°(C,E). La dernière équation 

()3.29|) montre en particulier que Dv ne s'annule pas en général. 

On étudiera les trois dernières équations à l'aide d'un calcul symbolique dans une 
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carte distinguée [U, {£,,x)) de C mentionnée ci-dessus : dans la suite, soient (r/,î/) 
et {C,z) dans M^*" x M^. Soit e(^ y) la fonction exponentielle 



(2m k \ 

a=l î=l / 



et on définit le symbole de l'opérateur différentiel B par 



d 



Bi{r],y) :=5(e(^,î/)^)e(_^ 



-y) 



V l<i<k. 



Il est évident que la restriction de B kU est déterminé par son symbole et que Bi 
est une application polynômiale dans les variables {r],y). Il s'ensuit que 

D 9{(i(^c,z)) = {Bi{r] + C,y + z)-Bi{r],y))e(^r,+c,y+z)- (3-30) 

Puisque [-^ ^^(■q,y)^] = yi'^{v,y)'^^ l'équation H3.27|) entraîne pour le choix V = 
et VF = e(^,j,)ôfj le suivant : 

yi{Bj{ri + C,y + z) - Bj{r],y))e(^ri+ç,y+z) = 



D, 



d'où 



a _<5_iC('<' ^'j 



E2ZI 



d 



^y^ + Q^^ + C,y + z)- Bj{ri, y)) e(^+ç,y+2) 

9(5,(r/ + C,y + ^)- 5,(77,2/)) 



0. 



Par conséquent, on a la décomposition Bj{ri,y) = Bj{r],y) + i?j(0,0) 011 Bj{7],y) 
ne dépend plus de x = (x^, . . . , x'') et s'annule pour (r/, y) = (0, 0). En outre, dans 
l'équation pour le symbole de Dy, H3.3U() . on peut remplacer B^ par Bi. Ensuite, 
il vient 



yi{Êj{ri + C,y + z) - êj{r],y))e 



d 

dx^ 



Zj{Ê^{7] + C,y + z)- Bi{C,z))e 



d'où 



yi [è,{r, + C, y + z) - 5, (r/, y)) = Zj (4(r/ + C, y + ^) - 4(C, ^)) • (3.31) 

En particulier, le choix y = entraîne que Bi ne dépend pas de r], alors il existe 
une unique application Ei{y) := Bi(0,y) polynômiale en y. Dans l'équation qui en 
résulte de (|3.31|) . 



yi{Ej{y + z)- Ej{y)) = Zj {E,{y + z) - E,{z)) , 



(3.32) 
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la dérivée par rapport h yi en y = nous donne 

ôlE,{z) = z,^{z) (3.33) 

quels que soient 1 < < k. La somme sur i = / de 1 jusqu'à k fait apparaître 
le champ d'Euler Yli=i^k-^ dans le membre droit et montre que chaque Ei est 
un polynôme linéaire en z, et l'équation H3.33() pour le cas i / l entraîne que Ei ne 
dépend que de la variable Zi. Par conséquent, il existe une unique fonction fi (ne 
dépendant que des variables ^) telle que Ei{z) = fiZi. Finalement, si on remplace 
Ei{y) par fiyi dans l'équation (|3.32j) on voit que fi = fj =: / quels que soient 
^ < i-, 3 < k. Il s'ensuit 

Dv\u = fV\u. 
La troisième équation (|3.29j) montre que 

[V,W]\u = [Dv,Dw]\u = [fV,fW]\u = f\V,W]\u 

quels que soient les champs de vecteurs V,W £ T°^{C,E), car Vf = (/ n'est 
une fonction que des variables ^). Puisque cet espace de champs de vecteurs est 
localement donné par des sommes finies des crochets de Lie [V, W] (comme on a 
montré précédemment, voir H3.19() ') il vient que = 1, et puisque C est connexe, 
il ne restent que les possibilités suivantes 

Vy G r°°(C7, E):Dv = V ou VF G r°°{C, E):Dv = -V. 

Dans le premier cas, /[[î^]] est un idéal à droite jusqu'à l'ordre 1 d'après l'équation 
()3.25() . et dans le deuxième cas un idéal à gauche jusqu'à l'ordre 1, voir (|3.24l) . 
Ceci finit la démonstration. □ 



3.5 Réduction (et bimodules) des star-produits quand 
l'espace réduit existe 

Théorème 3.5 Soit {M,uj) une variété symplectique munie d'un star-produit 
*. On note [*] sa classe de Deligne. Soit i : C ^ M une sous-variété 
coïsotrope fermée et connexe de M telle que la variété symplectique réduite 
71 : C —>■ (Mred,i^red) (voir théorèm,e \l . S\) existe. Alors les énoncés suivants 
sont équivalents : 

i. // existe une série formelle (3 à coefficients dans le deuxième groupe de 
cohomologie de de Rham de M^ed telle que 
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ii. Le star-produit * est réductible. 

iii. // existe un star-produit *r sur Mred et la structure d'un *-*r-bimodule 

différentiel (ou d'un *r-*-bimodule différentiel) sur {C ,K)[[u\] (voir 
la définition \2.1(^) . 

Si une de ces conditions est satisfaite, alors 

1. La classe de Deligne de [*r] satisfait à la condition suivante : 

i*[*] = TT*[*r] 

2. Soit *^ed un star-produit sur M^d (lui est équivalent au star-produit 
*^ et soit p la représentation différentielle de * sur C provenant de 
la structure du *-*r-bimodule (resp *r-*-bimodule) différentiel. Alors 
l'algèbre réduite est antiisomorphe au commutant du module à gauche 
(resp. du module à droite) de (C°°(M, K)[[z/]], *) ; 

(C°°(Mred,K)[H],*°PP) = Hom(,,,)(C,C). 

3. L'ensemble de toutes les classes d'isomorphismes de *-*r-bimodules 
différentiels sur {C ,K)[[u\\ est en bijection avec l'espace 

voir le théorème \S. Si pour la notation. 

Démonstration: "i. <;=^ iii." : il est d'abord évident que l'existence des repré- 
sentations différentielles p et p satisfaisant la propriété ()2.16() est équivalente à 
l'existence *-*r-bimodule différentiel, i.e. d'une seule représentation différentielle 
pour l'algèbre C°°(M x Mj-ed, munie du star-produit * (8) *'?'^ . L'énoncé 

analogue pour les *r.-*-bimodules différentiels est évident. 

On considère la variété symplectique (M x My.f,f\,^^{i) — '^red(2))- On rappelle que 

j -.C^Mx Mred : c ^ (i(c), ^(c)) 

est un plongement de C comme sous- variété coïsotrope dans M x Mj-ed, voir le 
lemme [T31 Soit *r un star-produit arbitraire sur Mj-ed, donc on peut considérer le 
star-produit * *?'^ sur M x Mj-ed- Sa classe de Deligne vaut (voir la proposition 

m 

[*®*°PP] =prl[*] -pr^[*r] 

où pvi : M X -Mrcd — > M et pr2 : M x Mj-ed -Mi-ed désignent les projections 
canoniques. Puisque pri o j = i et pr2 o j = vr il vient 

j* [* *°PP] = fprl [*] - fpr* [*,] = r [*] - vr* [*,] 
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D'après le corollaire l3.2l il existe une représentation de *(g)*°P'' sur C si et seulement 
si j*[*(8'*r''^] = d'oii l'énoncé 1. D'après les théorèmes d'existence et de classifica- 
tion des star-produits symplectiques il existe toujours un star-produit *r sur Mj-ed 
dont la classe de Deligne est égale à -tiîïs^ plus une classe /3 € H'jj^{M,.ed,^)[['^]] 
arbitraire. Ceci montre l'équivalence avec la condition i.. L'ensemble des classes 
d'isomorphismes de bimodules différentiels correspondent exactement à celui des 
classes d'isomorphismes de modules différentiels pour * ® *r^'^. Ce dernier est en 
bijection avec l'espace du premier groupe de la cohomologie de de Rham annoncé, 
d'après le corollaire Kl 21 Ceci montre l'énoncé 3. 

Le cas du *r-*-bimodule différentiel se déduit de façon entièrement analogue. 

"ii. =^ iii." : Soit * un star-produit réductible sur M. Par définition, il existe 
un star-produit projetable î qui est équivalent à *. L'espace X[[z^]] (où T est l'idéal 
annulateur de C) est donc une sous-algèbre de (C°°(M, î). Puisque C est 
connexe, il vient que est automatiquement ou bien un idéal à gauche ou 

bien un idéal à droite d'après le théorème 13.41 On suppose d'abord que X[[z/]] 
soit un idéal à gauche. Soient / G C'^{M,K)[[u]] et S C°°(C,K)[[i/]]. Soit /' G 
C°°{M,K)[[u]] telle que i*f' = (j). On définit 

Puisque 1\^u\\ est un idéal à gauche cette définition ne dépend pas du représentant 
/' modulo de (j) choisi. L'associativité et la nature bidifférentielle de * et 

le fait que /*/' est un représentant modulo de p{f)4> montrent que p est 

une représentation différentielle de * sur C qui déforme visiblement i* . En util- 
isant la transformation d'équivalence entre * et * on obtient une représentation 
différentielle p de * qui déforme i*. De plus, soit M (2) l'idéalisateur de 2, alors 
soit h e C~(Mi.ed,IK)[M] ethe J\fÇl)M] tel que i*h = 7r*h. On définit 

pCh)cl>:=i*if'ih). 

Puisque est un idéal bilatère dans l'espace AA(X)[[i/]] qui est une sous-algèbre 
de (C°°(M, *) (par définition de la projetabilité de *) p est une application 

bien définie. L'associativité et la nature bidifférentielle de * et le fait que f'*h 
est un représentant modulo X[[i/]] de p{h)(p montrent que p est une représentation 
différentielle du star-produit réduit *°^^ sur C qui déforme vr*. On a 

Kf)pm = i*{f*fih) = pCh)pif)'p, 

ce qui montre l'énoncé iii. 

Le cas oriX[[i/]] est un idéal à droite définit un module à droite de (C°°(M, î), 
et on déduit la structure d'un *j,-*-bimodule de manière entièrement analogue. 

"ii. iii." : Soient p et p les représentations différentielles de * et *'r^^ , 
respectivement, qui proviennent de la structure du *-*r-bimodule différentiel sur 
C°°{C,K)[[iy]]. Alors l'application 

T : C°°(Mred,K)[[i/]] ^ C°°(C,K)[M] : h ^ p(/i)l 
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est une série d'opérateurs différentiels le long de la projection vr. D'après le lemme 
2.2 de [72, P-ll]j il existe un atlas {Ua, iCa, Xa)) de C, un atlas {Up,^^) ^^q, 
de Mi-ed et une application p : <5 ^ & tels que n^Ua) C U^^^-^ et Cp(a) ° = îa- 
D'après la structure locale de T chaque coefficient de T = Yl'^o ^^T^ est de 

la forme locale suivante 

Tr{h){u)= y: tUu)^Hu))= y: TUu)^^^^{n) 

\I\<Nr |/|<A^r 

quels que soient u £ Ua et h £ C^{Mj.cd,^)- Soit {xa)a£& une partition de l'unité 
subordonnée à {Ua)^^Q- Alors il s'ensuit que les opérateurs différentiels 

n - ^ \- Ti ^ 

aee \i\<Nr " 

dans (C°°(C, K); C°°(C, K)) sont tels que D := Y.T=o ^''^r satsifait à l'équation 

Th = DTT*h. 

Puisque Tq = vr* et T(l) = 1 il s'ensuit que D est égale à l'application identique à 
l'ordre et est donc inversible avec des termes d'ordre supérieur qui s'annulent 
sur les constantes. Soit / G C°°{M,K)[[u]]. On définit p'{f) := D-^p{f)D et 
p'{h) := D-^p{h)D. Il est clair que le couple (/>', p') définit également la structure 
d'un *-*j.-bimodule sur C . De plus, 

p'{h)l = D-^p{h)Dl = D-^p{h)l = D-^DTT*h = -K*h. (3.34) 



D'après la proposition 13.21 il existe une transformation d'équivalence S de * telle 
que pour le star-produit *' := S{*) et la représentation p"{f) := p'{S~^f) on a 
pour tout /' G C^{M,K)[[u]] : 

p"ifrf' = i*{f*'n (3.35) 

De la même proposition 13.21 on déduit que 2^[[i^]] est un idéal à gauche pour le 
star-produit *'. Soient /ii,/i2 G AA(T)[[i/]]. Alors il existent des uniques fonctions 
hi,h2 G C°°(Mred,]K)[[z/]] telles que i*hi = 7r*/ii et i*h2 = TT*h2- Par conséquent 

i*(/ii *' h2) p"{hi *' h2)l = p"{hi)p"{h2)l = p"ihi)i*h2 

= p"{hi)7r*h2 ^ p"{hi)p'{h2)l = p'Ch2)p"{hi)l 

^ p'{h2)eh, = p\h2y*h ^ P\h2)p'{hl)l 
= p' {hl *r h2)l = TT* {hl *r h2) ■ 

Cette équation montre en même temps que AA(T)[[i/]] est une sous-algèbre pour le 
star-produit que est un idéal bilatère dans AA(T)[[z^]] (car hi = pour 
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hi dans et que *r est le star-produit réduit du star-produit *' qui s'avère 

projetable. Par définition, * est réductible. 

On arrive au même résultat pour un *r-*-bimodule différentiel. 

Finalement, l'énoncé 2. se déduit directement du fait que le star-produit *' du 
raisonnement précédent est projetable et que C°°(Mi.ed, *red) est isomorphe 

kMiI)[[i^]]/I[[u]]. Puisque 7^ est égal à Af^^ d'après l'énoncé 2. de la 
proposition ESI l'isomorphisme avec le commutant est évident. On obtient le même 
résultat en supposant que soit un idéal à droite. □ 

Remarque 3.3 II est possible qu'un star-produit réductible puisse être équi- 
valent à plusieurs star-produits projetables distincts dont les star-produits 
réduits sont deux-à-deux non-equivalents, voir l'exemple de la réduction de 
l'espace projectif complexe en paragraphe 16.21 Dans ce cas, les structures de 
bimodules et mêmes les structures de modules (à gauche ou à droite) qu'on 
construit à l'aide des star-produits projetables sont non-isomorphes et ont 
des commutants non-isomorphes. 

D'un autre côté, si H^{C, K) = {0} (ce qui n'est pas le cas pour la fibration de 
Hopf S*^""*"^ CP{n)), alors deux star-produits représentables équivalents 
ont des représentations équivalentes (voir le corollaire 13. et la structure 
du commutant ne dépend que du star- produit *. Un calcul rapide montre 
que l'application p* induit une application injective de iïJ^(Mred, IK) dans 
ifJ^(C, K) si H^{C,K) = {0}, donc la classe de Deligne [*r] est uniquement 
déterminée par [*] via la condition p*[*r-] = '^*[*]- 

Remarque 3.4 En écrivant R := {C'^{M,K)[[u]],*) et B := C°°(C, K)[[z/]] 
ce théorème nous permet d'identifier Rj-ed '■= (C°°(Mred,lK)[[z/]], i.e. 
l'algèbre réduite, avec l'anneau de tous les iî-homomorphismes B ^ B, alors 
Rj-ed — Homiî(i?, 5). Le triplet {R,R-^ed,B) est donc le commencement d'un 
contexte de Morita, voir par exemple [731 P-485]. Il reste à calculer le mod- 
ule i?,ed-^-bimodule Hom^(5,i?) : soit ^ : C°°(C, K)[[z/]] ^ C°°(M, K)[[z/]] 
un morphisme de iî-modules. Puisque i* est surjective, l'application \1/ est 
déterminée par sa valeur h en 1 E B, k savoir \l/(0) = \1/(ï*/) = \E'(p(/)l) = 
f * h. En particulier, pour tout / = G X il vient g * h = car i*g = 0. Si 
l'idéal annulateur ne s'annule pas, alors à l'ordre r = ceci entraîne gho = 0, 
donc ho = parce dans une carte on a i/j/io = quels que soient 1 < i < k 
pour les coordonnées transversales y. Par récurrence il s'ensuit h = 0, donc 

}îomniB,R) = {0}, si X ^ {0} 

et le contexte de Morita est donné par le quadruplet {R, R^ed, B , {0}). Pour 
le cas X = {0} il vient C = M si M est connexe, et on obtient [R, R°pp, R, R) 
comme contexte de Morita. 
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4 Obstructions et feuilletages 

4.1 Obstructions récurrentes pour l'existence des re- 
présentations 

Soit (M, P) une variété de Poisson, i : C ^ M une sous- variété coïsotrope 
fermée et * = Yl'^o ^^^r un star-produit sur M. Soit X l'idéal annulateur de 
C. D'après le théorème lH.ll il existe une représentation différentielle de * dans 
C X K si et seulement si * est équivalent à un star-produit *' qui est adapté 
à C, c.-à-d. pour lequel X[[z/]] est un idéal à gauche. Dans ce paragraphe, on 
va étudier les obstructions récurrentes pour la construction ordre par ordre 
de 

On définit la suite d'applications bilinéaires {Br)reN '■ C°°{M,K) x X ^ 
C°°{C,K) par 

Brif, g) ■■= i*Crif, g) quels que soient f E C^{M,K), g E I (4.1) 

et 57+1 : X X X ^ C°°(C, K) par 

Br+iigi,g2) ■■= Br+i{gi,g2) - Br+i{g2,gi) quels que soient gi, g2 E X (4.2) 

Puisque X est un idéal de l'algèbre associative commutative C°°(M, K) il est 
clair que Bq = 0. 

On suppose désormais que le star-produit * soit adapté à C jusqu'à l'ordre 
r, c.-à-d. que * soit tel que 

Bo = 0,--- ,Br = (4.3) 

pour un entier positif r donné. 

L'associativité de * entraîne le lemme suivant : 

Lemme 4.1 Pour tous /, /i,/2 E C°°(M, K) et g,gi,g2,g3 E 1 on a les 
équations suivantes : 

{t*f,)Br+,if2,g)-Br+M2,g) + Br+^ih,f2g) = 0, (4.4) 
Br+iifgi, ^2) = 57+1(^1. fg2) = {i*f)B~+i{gi, ^2), 

(4.5) 

B;_^,ig,g2,gs) = (4.6) 

et 

- ^91 (^r+l(^2, ^3)) - Xg^ (57+1(^3, ^1)) - (57+1(^1, ^2)) 

-Br+l{{gi, ^2}, ^3) - 5r+l({^2, ^3}, ^1) - 5-+i({^3, ^i}, ^2) = 0. 

(4.7) 
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où etc. désigne le champ hamiltonien de gi (qui -en tant que champ de 
vecteurs vertical- agit snr C°°(C, K). 

Démonstration: Pour /i,/2 G C°°{M,K) et g £ Z l'associativité de * 

ï*i{fi*f2)*g)-i*{fi*{f2*g))=0 

s'écrit à l'ordre r + 1 

r+l 

Y, {i*Ca{Cr+l^a{fl,f2),g) -i*Ca{flXr+l-a{f2,g))) = 0. (4.8) 
a=0 

Par hypothèse il vient Ca{f,g') G I quel que soit g' £ I pour tout < a < r. Il 
s'ensuit que seuls les termes de la somme ci-dessus avec a = Oeto = r + lne sont 
pas forcément nuls, d'oii l'énoncé (|4.4|1 car i*g = 0. 

Le cas particulier fi=gi G 2^, /2 = / et (7 = (72 du premier énoncé nous donne 

Br+i{gif,g2) = Br+i{gufg2) (4.9) 

dont la partie antisymétrique entraîne la première équation de l'énoncé (|4.5() . 
D'autre part, si l'on met /i = /, /2 = 5i G 2^ et (7 = (72 dans le premier énoncé, on 
obtient en antisymétrisant en gi et (72 

= {i*f)Br+i{gi,g2)-{i*f)Br+i{g2,gi)-Br+i{fgi,g2) + Br+i{fg2,gi) 
+Br+i{f,gig2) - Br+i{f,g2gi) 

(î*/)^H-i(5i,92) - Br+i{fgi,g2) + Br+i{g2,fgi) 

ce qui donne la deuxième équation de (|4.5|) . 

Pour obtenir l'énoncé 1)4. 6|) on utilise alternativement l'antisymétrie de B~_^_^ et la 
première équation de l'énoncé (|4.5|) : 

^,7+1(5152,53) = fiH-i(5i'5253) = --B,7^_i(5253,5i) = -^,7+1(52, 535i) 
= 5H-i(f35i,52) = ^H-i(f3'5'i52) = --B^+i (5152,03) 

d'où -B7_^i(5i52,53) = 0. 

Si l'on regarde l'équation de l'associativité (|4.8|) à l'ordre r + 2 pour /i = 51, /2 = 
52,5 = 53 011 (71,32,53 G X et si l'on antisymétrise en 51,52,53 on obtient -grâce à 
la symétrie de Cq- l'équation suivante oii C~{fi, 72) := Cs{fi, f2) — Cs(/2, /i) quel 
que soit l'entier positif s : 

i*C{ (51, (77+1(52, 53)) + î*Cf (52, C7+i(53, 51)) + i*Cî (53, C'7_^i(5i, 52)) 

-^;r+i(Cf (5i,52),53) - -6,7+1 (Cf (92, 53), 51) - -S7+i(Cf (53,51), 52) = 0, 

d'où l'énoncé ()4.7() car (51,/) est égal au crochet de Poisson 2i*{gi,f} = 
—2Xg^{i*f) par définition. □ 
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Corollaire 4.1 1. Il existe un unique champ de tenseurs -B-r+i appar- 
tenant à T°°{C,A\T M \c/TC)) tel que 

B;+i{gi,g2) = Br+i{dgi\c,dg2\c) '^gi,g2 e X (4.10) 

qui soit un 2-cocycle par rapport à la différentielle dp (voir le lemme 
\1.4]) , c.-à-d. dpBr+i = 0. 
2. Si P est une structure de Poisson venant d'une forme symplectique 
uj sur M : il existe une unique 2-forme verticale Pr+i appartenant à 
r°°(C, A^TC"^*) qui est fermée et telle que 

Br+iigug2) = l3r+iiXg^\c,Xg^\c) ^gi, g2 E I (4.11) 

où Xg-^ etc. désigne le champ hamiltonien associé à gi. 

Démonstration: Les énoncés (|4.5j) et (|4.6|) du lemme précédent montrent que 
B~^^ induit une unique application C°°(C, ]K)-linéaire 

Mais d'après le lemme 11.21 énoncé (3), le (:°°(C,IK)-module J/J^ est isomorphe 
à r°°(C,TC"'"''). Puisque le fibré dual de TC'^"'' est donné par le fibré quotient 
TM\c/TC l'existence et l'unicité du champ de tenseurs Br+i sont claires. Ceci 
montre le premier énoncé de ce corollaire. 

Pour le cas symplectique on utilise la première partie et la proposition 11.51 pour 
l'existence et l'unicité de la 2-forme verticale Pr+i- D'après la proposition 11.51 on 
peut représenter trois champs de vecteurs verticaux Vi,V2,V3 par les restrictions 
à C des champs hamiltoniens Xg-^ , Xg^ et Xg^ de gi,g2,93 G ^- On a (tout en 
écrivant Xg-^ pour Xg-^\c) ■ 

{dy/3r + l){Xgj^,Xg^,Xg^) = X g^ {^r + 1 {X g^ , X g^)) + X g,-^ {(3r+l {X g^ , X g^)) 

+ Xg.^ {Pr + l {Xg^ , Xg2 ) ) 
-Pr+1 ( [Xg-^ , Xg^ ] , Xg^ ) - /3r + l ( [Xg2 , Xg^ ] , X g-^ ) 
-Pr + l ( [Xg.^ , Xg^ ] , Xg2 ) . 

Puisque [Xg^^jXg^] = —-^^{31,32} ^^'^^ membre droit de cette équation 

coïncide avec —1 fois le membre gauche de (|4.7|) . □ 

Supposons qu'on fasse maintenant la transformation d'équivalence S^'''^ := 
id + p^Tr pour le star-produit * de façon que le star-produit transformé 
*' := S^'^\*) soit toujours adapté à C jusqu'à l'ordre r. 

Proposition 4.1 Avec les hypothèses faites ci-dessus, il existe alors une 
unique section ^ r°°(C, TM\c/TC) telle que = -Br+i — dp^r- Dans le 
cas symplectique il existe une unique 1-forme verticale telle que la 2-forme 
verticale fermée Pr+i est modifiée par dyjr 
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Démonstration: La transformation d'équivalence ne change pas les opérateurs 
bidifférentiels Cq, • • • , Cr-_i. Le terme C,- est modifié par C[. = Cr — bT^. avec 
hTr{fi,f2) ■■= fiTr{f2) " Tr{fif2) +Tr{fi)f2 et Tr un Opérateur différentiel qui 
s'annule sur L Soient / G C°°{M,K) et g e I. Il vient = i*{bTr){f,g) = 
i*fi*Tr{g) — i*Tr{fg). Le raisonnement qui suit l'équation (|l-{.8j) montre l'existence 
d'une section ^j. telle que {(,,dg\c) '■= i*Tr{g). Le terme C^+i est remplacé par 

c;+i(/i,/2) = c,+i(/i,/2) - (Ci(r,/i,/2) -r,(Ci(/i,/2)) + Ci(/i,r,/2). 

Si on prend la partie antisymétrique de cette équation pour fi = gi, f2 = 92 ^ ^ 
on arrive à l'équation pour 5^+1- symplectique est évident. □ 

Proposition 4.2 Soit * un star-produit adapté C jusqu'à l'ordre r et sup- 
posons que 

i*{Cr+i{gi,g2) - Cr+i{g2,gi)) = quels que soient gi,g2 G I. 

Alors il existe un opérateur différentiel Tr+i dans D-*^ (C°°(M, K), C°°(M, K)) 
qui s'annule sur les constantes tel que le star-produit (id + i'^'~^'^Tr+i){*) soit 
adapté à C jusqu'à l'ordre r + 1. 

Démonstration: Pour un opérateur différentiel T^+i arbitrairement choisi l'opé- 
rateur bidifférentiel C-r+i changera en 

C',+i(/l,/2) = C,+i(/i,/2) - (/ir,+i(/2) -T,+i(/i,/2) +r,+i(/i)/2), 

donc, si on veut que = i* C'^_^_i{f , g) quels que soient / G C°°(M, K), (7 G X il faut 
demander que 

i*Cr+i{f,g) = i*Tr+i{fg) - i*fi*Tr+i{g) (4.12) 

On fait d'abord une étude locale : soit ([/, (ry, y)) une carte de sous-variété où les 
coordonnés rj = (ry^, . . . , 77') paramétrisent l'intersection U CiC 7^ et les coor- 
données y = {yi, ■ ■ ■ ,yk) définissent U H C comme {p £ U \ y = 0}. Soit g £ I. 
Puisque dans U il vient g{rj, 0) = 0, on a 

k /* ^ Q ^ 
9{v,y) = 9{r],y) - 9{V,0) ="^2 -Q-{v^ty)Vi dt -.^g\r],y)yi, (4.13) 

i=l i=l 

ce qui est la version locale de l'homotopie ho (|l.l()j) du complexe de Koszul (|l.l()j) . 
Suppsons qu'il y ait une autre décomposition g{r],y) = Yli=i 9^{'n^y)yii alors on a 
o = Eti {9'{v.y)-9'{ri,y)) yi, et grâce à l'acyclicité du complexe de Koszul il 
existe des fonctions h''^ G C°°(C/, K), l < i, j < k avec /i*-' = —h^^ telles que 

k 

9\n,y) - 9\v,y) = ^h^^{^,y)yj- (4.i4) 
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On définit l'opérateur Eu : I\u ^ C"^ {C n U,K) par 

k 

Eu{g):=^i*Cr+i{g\y^). (4.15) 

i=l 

Cette définition ne dépend pas des fonctions g^, . . . choisies : en fait, en utilisant 
()4.14|) et le fait que yi,yj E lu on peut appliquer la symmétrie de la restriction de 
i*Cr+i kl X I pour conclure 

^ i*Cr+i{h'-^yj,yi) = ^ i*Cr+i{yi,h'^yj)^^ ^ i*^r+i{h'^yi,yj) 

i,j=l i,j=i i,j=^ 

k k 

= ^ i*Cr+i{h^'yj,yi) = - ^ i*Cr+i{h'^yj,yi), 

i,j=l i,j=l 

donc Yli,j=i'^*^r+i{h'^yj,yi) = et il vient 

k k 

^i*Cr+i{g\m) = Y.i*Cr+i{g\y^) (4.16) 

i=l i=l 

On a pour tout / G C°°(M, K) et g £ I que 

k k k 

^if9yiv,y)yi = if9)iv,y) = f{r],y)^9\v,y)yi = ^if9')iv,y)yi, (4.i7) 

i=l i=l i=l 

donc 

k 

i*f Eu{g)-Eu{fg) = ^ [i* f eCr+l{9\y^) - ^*Cr^l{{f9)\y^)) 

i=l 

i=l 

'P -^z*C,+i(/,5^y,) = -i*C,+i(/,g), (4.18) 
î=i 

donc, en vue de (|4.12|) Eu est un bon candidat pour la restriction de i*Tr+i à U 
et à Z. Puisque pour tous multi- indices /, J la définition ()4.13|) implique 

m + \J\gi 1 d\^\ + \J\ + ^g 

% = % 

drj^dyj \J\ + l drj^dyjdyi 

on voit -en utilisant la forme locale de Cr+i comme opérateur bidifïérentiel- qu'il 
existe un opérateur différentiel T^^^ dans (C°°(C/, K), C°°(C/, K)) tel que 

eTl!^^{g) = Eu{g) 'ig£l\u. 
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Finalement, on recolle les opérateurs T^^^^ à l'aide d'une partition de l'unité d'une 
manière analogue à celle utilisée dans la fin de la démonstration de la proposition 
18 .21 tout en observant que la multiplication avec des fonctions de la partition de 
l'unité n'influence pas l'équation (|4.12)1 . □ 

On est arrivé à la caractérisation complète des obstructions récurrentes pour 
la construction d'un star-produit adapté à C : 

Théorème 4.1 Soit * = z/'^C^ un star-produit sur une variété de Pois- 

son (M, P) et soit i : C ^ M une sous-variété coïsotrope fermée. 
Alors pour tout entier r > 1 on a le suivant : soit * adapté à C jusqu'à 
l'ordre r. Alors on peut modifier * par une transformation d'équivalence de 
la forme (id + i'^'^^Tr^i){id + z/^'T^) de telle sorte que le star-produit trans- 
formé soit adapté jusqu'à l'ordre r + 1 si et seulement si le 2-cocycle -Br+i 
(voir ^.1(J{ )) est un cobord dans la cohomologie définie par dp. Dans le cas 
d'une variété symplectique (M, tu) ceci est le cas si et seulement si la 2-forme 
verticale fermée (3r+i (voir \4.11\ )) est exacte. 

Corollaire 4.2 Soit * = YlT^o ^^^r un star-produit sur une variété de Pois- 
son (M, P) et soit i : C ^ M une sous-variété coïsotrope fermée. 
Si le deuxième groupe de cohomologie BRST de C, Hp{C,K.), s'annule, 
alors le star-produit * est représentable. Dans le cas particulier d'une variété 
symplectique, si le deuxième groupe de cohomologie de de Rham verticale, 
H^{C,K.), s'annule, alors * est représentable. 

Démonstration: Puisque les obstructions récurrentes pour rendre l'idéal annula- 
teur un idéal à gauche appartiennent à Hp{C,'K), ce corollaire est évident. □ 

Remarque 4.1 Au moins dans le cas symplectique on peut ajouter une 
modification de * à l'ordre r + 1, à savoir une 2-forme fermée u^'^^ar+i (qui 
modifie la classe de Deligne de *), voir la construction de DeWilde par exem- 
ple dans inSl, Theorem 7.1. Par conséquent, l'espace de toutes les obstructions 
récurrentes est donné par le quotient 

if,2(C,K)/p,(fff2^(M,K)). 

4.2 Le cas de codimension 1 

Les méthodes de la section précédente permettent de redémontrer un cas 
particulier qui a été fait en 1998 par Peter GloBner dans sa thèse |E3 : 

Théorème 4.2 (P.Glôi3ner 1998) Soit * un star-produit sur une variété 
de Poisson (M, P) et C une sous-variété coïsotrope fermée de codimension 



79 



1 de M. 

Alors * est toujours représentable sur C. 

Démonstration: Puisque le fibre TM\c/TC est de dimension 1 dans ce cas, 
toutes les obstructions récurrentes -qui se déduisent du fibré A^{TM\c/TCy sont 
automatiquement réduites à zéro, donc on peut construire par récurrence un star- 
produit équivalent à * qui soit adapté à C □ 

GloBner a montré ce résultat pour une variété symplectique dont la sous- 
variété coïsotrope est donné par l'ensemble des zéros d'une fonction J G 
C°°(M, M). La démonstration de son Lemma 1, par. 3, dans lequel il construit 
par récurrence une transformation d'équivalence, reste valable texto dans le 
cas d'une variété de Poisson. Le cas de W^~^ C MJ^ a également été traité 
dans [S3j par des méthodes graphiques. 

4.3 Connexions symplectiques adaptées à une sous- 
variété coïsotrope 

Soit C une variété différentiable et E G TC un sous-fibré intégrable. 
Soit F C TC un sous-fibré complémentaire à c.-à-d. TC = E (B F. On 
désigne par P^^ G (C, Hom(TC, TC)) (resp. G r°° (C, Hom(TC, TC))) 
le champs d'endomorphismes du fibré tangent qui projette TC sur E (resp. 
sur F) le long de F (resp. E). La courbure de F, G r°°(C, A^T^C (g) TC) 
est définie par 

R^{X, Y) := Pe[PfX, PpY] (4.19) 
quels que soient les champs de vecteurs X,Y E T°°{C,TC). 
Proposition 4.3 Avec les notations introduites ci-dessus : 

1. Il existe une connexion sans torsion V dans le fibré tangent TC avec 
les propriétés suivantes pour tous X G r°^(C, TC), V,W E T°°{C,E) 
etH,Hi,H2,HseT^{C,F) : 
t) VxV eV°°{C,E), 
II) VvH = Pf[V,H] g r~(C,T), 
^^^) VhV = Pe[H,V] eT^{C,E), 
iv) PeVh.H^ = '^R^{H,,H,) G r-(C,E). 

Pour toute connexion sans torsion V satisfaisant les conditions ci- 
dessus son tenseur de courbure R a la propriété de Bott suivante : 

R{V,W)H = y V,W eT°°{C,E) y H eT°°{C,F). (4.20) 
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2. Dans le cas particulier où E est le sous-fibré caractéristique d'une 2- 
forme présymplectique w sur C la connexion V peut être choisie d'une 
telle manière qu'elle préserve également w, c.-à-d. 
v) Vw = 0. 

Démonstration: 1. Soit V' une connexion sans torsion arbitraire sur C (par 
exemple la connexion Levi-Civita d'une métrique riemannienne) . Pour tous les 
champs de vecteurs X,Y £ T°°{C,TC) on définit 

VxY := V'^Y - PF{y'p,xiPEY)) - Ppi^'p^xi^EY) + V'p^^(Pz,X)) 

-PE{V'p^xiPFY)+Vp^yiPFX)) 

-lPE{V'p^xiPFY)+V'p^y{PFX)). (4.21) 

Il est évident que VxY — V'xY sont des champs de tenseurs symétriques par rap- 
port à l'échange de X et de Y, et -grâce au fait que la torsion de V s'annule et à 
l'identité Pe + Pp = id- on vérifie rapidement les quatre propriétés i) - iv) et la 
condition 1)4.20(1 pour le tenseur de courbure. 

2. Pour le cas présymplectique, on calcule sans peine {dzu = 0!) que pour la con- 
nexion V construite ci-dessus la dérivée covariante (V x'^){Y, Z) s'annule automa- 
tiquement si un des champs de vecteurs X, Y, Z est vertical. Puisque la restriction 
de tu à F X F est nondégénérée, la section S G r°°(C, F* (g) F* ^ F) suivante est 
bien définie (l'astuce de Tondeur, Lichnerowicz, Hefi, voir par exemple • 

w{S{Hi,H2),H3) ■.= ^{VH,nj){H2,H^) + ^{VH,^){Hi,H3), (4.22) 
et à l'aide de dzu = il s'ensuit que la connexion 

VxY + S{PfX, PfY) 
préserve zu et satisfait toujours i) - iv). □ 

Pour toute variété munie d'un feuilletage régulier (resp. présymplectique) on 
va appeler le couple (F, V) qui remplit les coudions i) - iv) (resp. i) - v)) une 
connexion adaptée. On voit également que toute connexion adaptée induit 
une connexion V dans le fibré quotient Q = TC / E par 

VxY:=W^ (4.23) 

qui est une prolongation de la connexion de Bott en vue de l'équation ii) de la 
proposition 14 . 31 et de l'équation ()1.20|) . L'action de l'algèbre de Lie V°°{C,E) 
sur r°°(C, F) par Vv est visiblement isomorphe à celle de Bott sur r°°(C, Q), 
et on va en faire usage beaucoup de fois. 
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Pour une variété présymplectique (C, tu) on considère le fibré dual r : 
i?* — > C au fibré caractéristique E de u. Soient c E C et ip,ilj E E* avec 
T{(f) = t{iIj) = c. On rappelle le relèvement vertical de ip comme vecteur 
tangent en Lp : := -^{(p + t^)\t=o. On définit le relèvement vertical des 
sections dans r°°(C, -E*) par celui de leurs valeurs. Soit v G TcC et V une 
connexion dans le fibré E*. On rappelle la définition du relèvement horizontal 
de V comme vecteur tangent en ip : := ^(Tp^(t)ip)\t=o oii 7 est une courbe 
lisse dans C telle que 7(0) = c et ^(0) = v, et Tp^{t)(p désigne le transport 
parallèle de y? le long de la courbe 7 (par rapport à la connexion V). On 
définit le relèvement horizontal des champs de vecteurs sur C par celui de 
leurs valeurs. On note les formules 

[X\YX = [X,Y]\ + {ip,RiX,Y)PE_); 

Proposition 4.4 Soit {C, w) une variété présymplectique et t : E* C le 
fibré dual du fibré caractéristique de (C, zu) . Soit V une connexion adaptée 
dans le fibré tangent de C . Quels que soient les champs de vecteurs X, Y sur 
C et les sections ip,x ^ T°°{C, E*) on a la formule suivante pour la 2-forme 
symplectique de Weinstein-Gotay (voir le théorème \l.ê^} au point ip E E* 

uwg{X\y'')^ = w{X,Y),+ {^,R^{X,Y),) =:w^{X,Y), (4.24) 
uowG{X\rX = (x,Pi?^)c, (4.25) 
uJwG{r.r)^ = 0. (4.26) 

Démonstration: Calcul direct à partir de la formule H1.16() . □ 

Soit maintenant M un ouvert de E* qui contient la zéro-section C et qui 
est telle que la forme ojwg soit nondégénérée. On peut et supposer que M 
soit convexe fibre-par-fibre. La non-dégénérescence de ojwg en ip E M est 
équivalente à celle de la restriction de k F x F (voir ()4.24|) ) : puisque la 
restriction de îïj à F A F est non dégénérée et la différence rô<^ — vj est linéaire 
en ip le voisinage M de C existe. Il y a donc un unique champ de bivecteurs 
ip ^ e F^(^) A F^(^) C T^((p)C A Tr(<^)C tel que 

Plâ7^ = PF et àj^Pl = PF*. (4.27) 

011 P^ est considérée comme application Tr{,p)C* Tr{y^)C dont le noyau est 
égal à Et-[^). On peut en déduire le suivant 

Théorème 4.3 Soit {C, xu) une variété présymplectique et {F, V) une con- 
nexion adaptée. Alors la connexion V suivante dans l'ouvert M G E* est 
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sans torsion et symplectique dans la variété symplectique (M, wwg) ■ soient 
X,Y deux champs de vecteurs sur C, ip^x ^ T'^iC^E*) et ip E M avec 
c := T{(f), alors 

(Vx.r^)^ = {VxY))l + ^{^,RiX,Y)PE_)c); 

+ {V,A{X,Y, {Pl{^,B{X,Y, _),))^,(4.28) 

i^x^r), = (Vxx); + ^(P«(Xc,Àf(X, _)));, (4.29) 

(Vx"^'^), = liPliXcR^X, (4.30) 
V^.X" = 0, (4.31) 

avec des champs de tenseurs A G r~(C,TC* (g) TC* (g) E* ® E) et B G 
r°°(C,TC*®TC*®TC*®E) donnés par ^ G r°°(C, E), Z G r°°(C,TC); : 

A{X,Y,V) := ^{R{PfX,PeY)V + R{PfY,PeX)V) 

+ i (iî(PsX, V)PeY + R{PeY, V)PeX) , (4.32) 

B{X,Y,Z) := ^((Vp^xi2'')(PFV', Pf^) + {Vp,yR^){PfX, PpZ)) 
-^{R{P^X, Z)PeY + R{PfY, Z)PeX) 
-^-{R{PeX, Z)PeY + RiPEY, Z)PeX) . (4.33) 

Démonstration: La prescription (V^hF^)^ := (Vxl")^+^(v^, iî(^, >^)Pi? _ )c)^, 

^x^^x" ■= (^xxT: "^x"-^^ ■~ définit une connexion sans torsion 

dans le fibre tangent de E*, voir par exemple [72, p. 410]. Les termes qui restent 
résultent au bout d'un long calcul à l'aide de l'astuce de Tondeur, Lichnerowicz et 
HeB (une formule analogue à H4.22() l. appliquée à uJwG et V. □ 

On rappelle qu'une application affine entre deux espaces vectoriels réels de 
dimension finie est définie par la condition que sa deuxième dérivée s'annule. 
On rappelle également la notion d'une application affine entre deux variétés 
différentiables M et M' munies des connexions sans torsion V et V dans leurs 
fibrés tangents, respectivement : soit (j) : M ^ M' de classe C°°. On considère 
le fibré retiré (j)*TM'. Dans ce fibré vectoriel sur M on a la connexion retirée 
0*V'. Les deux connexions V et 0*V' induisent une connexion V dans le 
fibré vectoriel Hom(TM, 0*TM') sur M. L'application tangente T0 est une 
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section de Hom(TM, 0*TM'). Alors (f) est dite affine lorsque sa deuxième 
dérivée s'annule dans le sens 

V(T0) = 0. (4.34) 

Si {U, X = (x"*^, . . . , x™")) est une carte de M et (f/', y = {y^, . . . , y")) une carte 
de M' telle que (p{U) C U', on obtient la condition locale (oii cf)^ := o 0) 

dx'dx^ ^ dx^ dx^ ^ dx^ 

6,c=l fc=l 

avec les symboles de Christoffel usuels V\- de V et F^" de V. Un autre critère 
util est le suivant : soient X, F G r°°(M,TM) et X' X G r°°(M',TM') tels 
que (X, X') et (F, F') sont deux couples 0-liés, c.-à-d. X = X' o et 

Y = Y' o (p. On calcule sans peine que V^/F' o — T0Vx^ = (S^xT(l))Y. 
Par conséquent, à condition que pour tout p G M et pour tout v,w E TpM 
il existe des couples locaux (X, X') et (F, F') 0-liés tels que X{p) = v et 
Y{p) = w, (p est affine si et seulement si (Vx^, V^,F') est 0-lié. 

Comme exemple on peut prendre toute géodésique de (M', V') : c'est une 
application affine d'un intervalle réel ouvert (muni de la connexion usuelle) 
dans M'. Plus généralement, une sous- variété i : M ^ M' de M' telle que 
M soit munie d'une connexion V dans le fibré tangent est dite totalement 
géodésique lorsque l'injection i est affine. 

Le prochain corollaire généralise un résultat de Xu pour les sous-variétés 
lagrangiennes (voir |118j ) : 

Corollaire 4.3 Soit i : C —>■ M une sous-variété coïsotrope fermée d'une 
variété symplectique {M,uj). Soit V une connexion adaptée sur la variété 
présymplectique (C, îu = i*uj). Alors il existe une connexion symplectique 

V dans le fibré tangent de M telle que C soit une sous-variété totalement 
géodésique de M. 

Démonstration: Grâce au théorème de Wemstein/Gotav ll.2l il existe un voisinage 
tubulaire Î7 de C qui est symplectomorphe à un voisinage V de la zéro-section C 
dans E* munie de la forme cowG- Par conséquent, le théorème 14 . 31 nous donne une 
connexion symplectique avec les propriétés souhaitées dans U : en fait, pour 
tout X G r°°{C,TC) le couple (X^X^) est toujours i-lié, donc l'équation 
montre que (VxF V^^hF'') est i-lié (on met = G E^(^^^). Soit maintenant U' 
le voisinage ouvert correspondant à F' := C V. Alors l'adhérence U' de U' est 
contenu dans U, donc les ouverts U et W := M \ U' recouvrent M. En utilisant 
une partition de l'unité 1 = ipij + tpw subordonnée à {U, W) et une connexion sym- 
plectique V'^ arbitraire dans W, on obtient une connexion symplectique globale 

V := Vî/V^ + V'vkV^- □ 
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4.4 La classe d'Atiyah-Molino d'une variété présymplec- 
tique 

Nous démontrons d'abord le lemme suivant : 

Lemme 4.2 Soit (f) : M M' une submersion surjective entre deux variétés 
differentiables. On note E := KerTcj). 

1. Soit V une connexion sans torsion dans le fibré tangent de M. On 
considère les deux énoncés suivants : 

(a) Il existe une unique connexion V sans torsion dans le fibré tangent 
de M' telle que (j) soit une application affine. 

(b) La connexion V préserve E (i.e. V xV G V°°[M,E) quels que 
soient_X G T'=°{M,TM)^ E r°°{M,E)), et le tenseur de cour- 
bure R de la connexion V induite dans le fibré TM/ E a la pro- 
priété suivante : 

R{V,X)Y \/ X,Y e V^{M,TM)y V G V°°{M,E) 

Alors (a) implique toujours (b). Dans le cas où toutes les fibres de <p 

soient connexes, (b) implique (a). 

2. Soit V' une connexion sans torsion dans le fibré tangent de M' . Alors 
il existe une connexion sans torsion V dans le fibré tangent de M telle 
que (j) soit une application affine. 

Démonstration: Il est clair que E est un sous-fibré intégrable. On choisit un sous- 
fibré F de TM complémentaire à E. Par conséquent, pour tout champ de vecteurs 

X' sur M' la prescription Tmcj) X'J^ := X'^^,^^^^ définit un unique champ de vecteurs 

X'^ sur M a valeurs dans F (un relèvement horizontal). Par définition, le couple 
{X'^,X') est toujours 0-lié. Puisque (V, 0) est (j)-\ié pour tout champ de vecteurs 
vertical, le crochet de Lie est vertical. De plus, tout vecteur tangent de 

M se représente comme une somme de la valeur d'un relèvement horizontal et de 
la valeur d'un champ de vecteurs vertical. 

1) "(a) =^ (6)" : Soit (p affine par rapport à une connexion V' dans le fibré tangent 
de M'. Soient V,W e r°°(M, E) et X', Y' e r°°(M', TM'). Il vient que les couples 
{Vx'hW,0) et (Vv'W,0) sont i;^-liés, donc VxW est un champ de vecteurs vertical 
pour tout X G r°^(M,TM), et V préserve E. De plus, le couple est 
également (p-lié, alors le champ de vecteurs VyX'^ est aussi vertical. Puisque V 
préserve E il s'ensuit que R{X,Y)V est vertical. De plus, les champs VwY'^, 
VyF"* et Viy^vt'jy"* sont verticaux, donc le tenseur de courbure 

RiV, W)Y"' = Vv^wY"" - VwVvY'^ - Viv,w]Y'^ 
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est vertical, d'où RiV,W)Y = quel que soit Y G r°°{M,TM). Finalement, 
puisque le couple {Vx'hY'^, V'x'Y') est (f)-\ié, alors le couple (Vy Vx"»^"^, 0) l'est, 
donc VyVx"i5^"* est vertical et le tenseur de courbure 

R{V, x"')Y"' = VvVx'hY"" - Vx'hVvY"" - V[v,x'h]Y"' 

est donc vertical, d'où R{V, X"')Y = quel que soit Y G r°°(M, TM). 
"(a) <j= (6)" : Soient {X,X') et (Y,Y') deux couples (^-lics. En utilisant la 
décomposition TM = F Q E on voit que X = X'^ + Wi etY = Y'^' + W2 pour 
certains Wi,W2 G T°°(M,E). Par hypothèse, pour tout champ de vecteurs verti- 
cal V le champ de vecteurs VzV est vertical, donc Vx'h.W2 est vertical. Puisque 
{X"',X') est 0-lié, alors {[X"',W2],0) l'est, alors [X"*, W2] = Vx'hW2 - Vw^X"" 
est vertical, donc Vw2-X'^ est vertical. Par conséquent T(j) VxY = T(j) Vx'hY'^. 
Soient mo,mi G M dans la même fibre (^(mo) = (t>{'nii) =: m'). Puisque chaque fi- 
bre est connexe, on peut utiliser une chaîne de cartes Ui,. . . ,1/^ avec UinUi+i 7^ 
et mo G Ui, mi G Uk, pour construire un champ vertical W à support compact 
dont le flot (forcement complet) représente cette courbe, i.e. t 1— > ^t(mo) avec 
*i("^o) = ^1- Il vient 

j^imVx'uY'^) =m[W,Vx'HY'^]) 

= [RiW,X'^)Y"' + Vx^^^wY"' + V[w,x'^]Y"' - ^v^„y"^w) 
= : W{t) 

Puisque R{W,X"')Y"' est vertical par hypothèse et les trois autres termes le sont 
d'après ce qui précède, il vient que W{t) consiste en champs verticaux. En intégrant 
cette équation de à 1 on arrive à 

(Vx".>^")„, = Tm,^i{Vx'^Y'^)^^+T^oM t ^(^) ds), 

J 

et cette équation montre - grâce k (f) o = (p - pour tous mo,mi G M avec 
4>{mo) = ^(mi) =: m' 

On vérifie sans peine que V' est une connexion sans torsion sur M' . Donc le couple 

{V xY,Vx,Y') est 4>-\ïé et (p est affine. 

Puisque est surjective, il est clair que V' est unique. 

2) On note que le fibré retiré (f)*TM' est isomorphe à F, donc la connexion retirée 
(f)*V' définit une connexion V dans le fibré F sur M. Soient X', Y' deux champs 
de vecteurs sur M'. Leurs relèvements horizontaux X'^,Y'^ s'interprètent comme 
des sections retirées dans (j)*TM' = F et on a Vx'hY"^ = (V'x/Y')'^. Il vient que 
Vx'hY"^ — Vy'hX'^ = Pp[X'^,Y'^], donc pour avoir une connexion sans torsion 
le long de F on peut définir pour deux champs horizontaux Hi,H2 G r°° (C, F) 

Vh,H2 := Vh^H2 + ]^R^{Hi,H2). 
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De plus, pour V,W e r°°(C, E) on définit 

Vh,W ■.= Pe[Hi,W] et VwHi:=Pf[W,HiI 

et on complète V sur y et VF par la partie verticale-verticale d'une connexion 
adaptée arbitraire (voir par exemple la proposition 14. 3 j) . Soient {X,X') et {Y,Y') 
deux couples i;^-liés. Donc -comme ci-dessus- X = X'^ + V et Y = Y'^ + W pour 
certains V,W e T°°{C,E). Il vient que VvY"" = Pf[V,Y"'] = 0, alors 

TcpVxY = TcpVx'hY"" + T(l)Vx'hW + Tc^VyW = V^,y' o 

donc (p est affine. □ 



Dans la situation du lemme précédent, on va dire que la connexion V soit 
projetable (par rapport h (j)) si cj) est affine, et dans ce cas on appelle V la 
connexion induite par V et cf). 

Soit (C, JF) une variété différentiable munie d'un feuilletage régulier. Soit 
E C TC son fibré caractéristique. On regarde une carte distinguée du feuil- 
letage (?7, (^, x)) oii (^, x) = (^\ . . . , x^, . . . , x'^)) (dont les coordonnées 
^ sont transverses à et les coordonnées x sont le long des plaques). Ces 
dernières définissent une submersion locale nu de U k l'espace quotient local 
[/red qui est de la forme 7iu{^,x) := ^. Dans le cas oii {C,zu) est une variété 
présymplectique on note que la prescription 

^c/^f/rcd ■= (4.35) 
définit une forme symplectique ^u^od l'espace quotient local. 

Définition 4.1 (d'après P.Molino, 1971) Une connexion sans torsion V 
dans le fibré tangent de C est dite localement projetable lorsque pour toute 
carte distinguée du feuilletage (U, {Ç,, x)) la restriction deV àU est pro jetable 
par rapport à tîjj- 

Voir les travaux de P.Molino [S3] et jHS] pour une définition plus générale. Soit 
maintenant F un sous-fibré de TC complémentaire à et V une connexion 
adaptée dans le fibré tangent de C (qui existe toujours grâce à la proposition 
14. 3 j) . Pour le tenseur de courbure i? de V on a montré que -R(V, iy)iy est 
vertical et que R{y,W)H = (la propriété de Bott, voir aussi l'éq. ()1.21|1 ) 
quels que soient les champs de vecteurs verticaux V, W, W et horizontal H. 
Donc sur le fibré transversal Q = TC/E avec la connexion induite V la 
section suivante 

{V,Xj)^rAM{V){Xj) ■.= R{V,X)Y (4.36) 

dans r°^(C, A^E"* (g) S'^Q* (g) Q) est bien définie : la symétrie en (X,Y) se 
déduit de la première identité de Blanchi pour R et du fait que R{X,Y)V 
est vertical. Le théorème suivant est dii à P.Molino, [Hl] : 
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Théorème 4.4 (d'après P.Molino, 1971) Avec les hypothèses faites ci- 
dessus on a : 

1. tam Gst un 1-cocycle de la cohomologie longitudinale à valeurs dans 
r-(C, S^Q*0Q). 

2. La classe de cohomologie cam{C,E) de t^m ne dépend pas de la con- 
nexion adaptée {F, V) choisie et est donc un invariant de la topologie 
différentielle de la variété feuilletée. 

3. cam{C, E) = si et seulement s'il existe une connexion adaptée locale- 
ment projetable sur C. 

Démonstration: 1. Il vient 

{d,rAM){V,W){HuH2) = 

Vv{PfR{W,Hi)H2) - PfR{W,VvHi)H2 - PfR{W, Hi)VvH2 
-Vw{PfR{V,Hi)H2) + PfR{V,VwHi)H2 + PFRiV,Hi)VwH2 
~PfR{[V,W],Hi)H2 

= Pf{VvR){W,Hi)H2 + Pf{^wR){Hi,V)H2 

= 

grâce à la deuxième identité de Blanchi pour le tenseur de courbure iî de V et au 
fait que VP^ = 0, car Pp^^ HrR){V,W)H2 = (Bott). 

2. Soit (F', V') une autre connexion sans torsion adaptée. La différence V — V 
définit un champ de tenseurs S G T°^{C, S'^F*C®FC) pour lequel on a S{V, X) e 
r°°(C,S) quels que soient V G T^{C,E),X G T^{C,TC) parce que V et V 
préservent E. Par conséquent, il vient pour tous X, y G r°°(C, TC) et V Çî 
r°°{C,E) : 

R'iV,X)Y = {V'yV'^Y-V'^V'yY-\7[y^^^Y) 
= (Vy V^y - V'^VyY - V[y^^^Y) 
= R{V,X)Y 

+ {Vv{S{X,Y) - S{X,VvY) - S(yvX,Y)) 

Avec la définition S{X,Y) := S{X,Y) ceci implique 

r'AM(.V)(X,Y) = rAM{V)(X,Y) + (d,5)(y)(X,F). (4.37) 

Alors la classe de tam ne dépend pas de la connexion adaptée. 

3. Soit d'abord V localement projetable. D'après le lemme il s'ensuit que r^M 
s'annule, donc cam{C.,E) = 0. 

Réciproquement, soit (F, V) une connexion sans torsion adaptée telle que la classe 
d'Atiyah-Molino cam{C,E) s'annule. Alors la connexion V préserve E et il existe 
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une section T G r°°(C, S^Q*^Q) telle que vam = d^T. Soit S G T^{C, S^T*C0F) 
l'unique champ de tenseurs tel que S{X, Y) = T{X, Y) et S{V, X) = quels que 
soient X,Y e r^{C,TC), V G r^{C,E) et S{Hi,H2) G r°°{C,F) pour tous 
Hi,H2 G T°°{C,F). Soit V la connexion sans torsion V - S. Alors (F,V') est 
adaptée (donc préserve E) et r^^j = vam — d^T = d'après l'équation (|4.;-i7j) . 
donc V' est localement projetable d'après le lemme □ 

On va appeler tam le 1-cocycle d'Atiyah-Molino (relatif à la connexion adap- 
tée (F, V) j et cam{C,E) '■= [rAAi] la classe d'Atiyah-Molino de la variété 
feuilletée {C,J-'). En outre, la partie 2) du lemme montre que la classe 
d'Atiyah-Molino s'annule toujours si E est donné par le noyau de l'applica- 
tion tangente d'une submersion surjective. Le feuilletage de codimension 1 
de la 3-sphère dii à G.Reeb est un exemple d'une variété feuilletée dont la 
classe d'Atiyah-Molino ne s'annule pas, voir |HH1 p.66]. D'un autre côté, les 
feuilletages riemanniens sont toujours de classe d'Atiyah-Molino nulle : ce 
sont des feuilletages qui admettent une métrique riemannienne 7 sur le fibré 
transverse Q = TC/E telle que Vy°**7 = quels que soient les champs de 
vecteurs verticaux, voir jHHl P-81]. On en déduit le 

Corollaire 4.4 Soit C une variété différentiable et ^ : G x C ^ C l'action 
propre d'un groupe de Lie connexe dont toutes les orbites ont la même dimen- 
sion. Alors le feuilletage de C en orbites de G est de classe d'Atiyah-Molino 
nulle. 

Démonstration: D'après le théorème classique de R. Palais (98j, il existe une 
métrique riemannienne g sur C qui est invariante par l'action de G. Soit E le fibré 
tangent aux orbites et F le sous-fibré de TC orthogonal à E. Soit 7 la restriction 
de g à F (g) F. La condition L^^g = quel que soit Ç G g, l'algèbre de Lie de G, 
implique directement que 

yBott^ = quels que soient les sections V de r°°(C, F). 
Alors le feuilletage est riemannien et la classe d'Atiyah-Molino s'anulle. □ 
Si G est compact, son action est automatiquement propre. 

Pour les variétés présymplectiques (C, w) il y a l'analogue suivant du 
1-cocycle d'Atiyah-Molino : soit (F, V) une connexion adaptée et vam le 1- 
cocycle d'Atiyah-Molino correspondant. Puisque le noyau de w est donné par 
le fibré caractéristique F, le fibré normal Q = TG/E est muni d'une 2-forme 
w symplectique définie par w{X, Y) := zu{X, Y) quels que soient les champs 
de vecteurs X, Y sur G. Soient Z E T^{G, TG) et 1/ G r°°(C, F). On définit 

Pam{V){XJ,Z) ■.= w(X,tam{V){Y,Z)) = w{X,R{V,Y)Z). (4.38) 
On a le 

Théorème 4.5 Avec les hypothèses faites ci-dessus on a : 



89 



1- Pam Gst un 1-cocycle de la cohomologie longitudinale à valeurs dans 
r°°(C, S^Q*). 

2. La classe de cohomologie ham{C,E) := [pam] de pam ne dépend pas 
de la connexion adaptée {F, V) choisie et est donc un invariant de la 
topologie différentielle de la variété présymplectique {C,zu). 

3- kam{C, E) = si et seulement s'il existe une connexion adaptée locale- 
ment projetable sur {C,zu). En outre kam{C,E) = si et seulement 
cam{,C,E) = 0. Si c'est le cas, la connexion induite sur chaque espace 
réduit local {UT-cd, ^u^^^) préserve la forme symplectique réduite vou^^^- 
Démonstration: 1. Puisque V préserve on a 

w{X,R{V,Y)Z) = -w{R{V,Y)X,Z) = w{Z,R{V,Y)X)), 

donc PAM G r°°(C, h^E* Cg) S^Q*). L'équation d^pAM = se déduit de d^rAM = 
et du fait que Vw = 0. 

2. Analogue à l'énoncé 2) du théorème 14.41 de Molino. 

3. La première phrase se démontre comme l'énoncé analogue du théorème 14.41 
Soit KAMiC, E) = 0. Il existe donc une connexion sans torsion V adaptée à (C, w) 
qui est localement projetable. Alors CAMiC, E) = [tam] = 0. Réciproquement, soit 
cam{C,E) = 0. Alors il existe une connexion sans torsion V' adaptée localement 
projetable, alors r'^jy.j = 0. En ajoutant un champ de tenseurs S comme ()4.22() on 
peut faire en sorte que V := V' + 5 préserve vj. On a rAM = r'^^M + '^vS = d^S. Il 
vient que /O^jv/ ~ avec T{X, Y, Z) := w[X, S (Y, Z)) . T n'est pas forcément to- 
talement symétrique en X, Y, Z. Soit 6S la somme sur toutes les permutations d'un 
ensemble de trois éléments, représentée sur r°°(C, Q* (dQ* Q*)- Par conséquent, 

p'am — ^p'am — Sdj;T = dyST =: d^T' 

oùTe r°°(C, S^Q*), donc [p^^^] = 0. 

Puisque -k^wu^^^ = 'co\u^^^ on peut utiliser les relèvements horizontaux des champs 
de vecteurs sur C/j-ed à U pour montrer que la connexion induite préserve '^u^^^ ■ ^ 

On va appeler pam le 1-cocycle d'Atiyah-Molino (relatif à la connexion adaptée 
{E, V) ) et kam{C, e) := [pam] la classe d'Atiyah-Molino de la variété présym- 
plectique (C, zu). 

Remarque 4.2 La généralisation de la classe de Godbillon-Vey d^nne variété 
présymplectique (C, zu) en tant que variété feuilletée (voir par exemple |lU5t 
p. 30]) s'annule toujours : en fait, si les feuilles sont de dimension k et dimC = 
2m-\-k, alors la mième puissance de zu est une 2m-forme fermée dont le noyau 
est égal au sous-fibré caractéristique E de w. Donc la forme de Godbillon-Vey 
(qui est de rang 4m + 1) s'annule. 
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Pour les variétés présymplectiques on a la structure quadratique suivante 
sur les classes de cohomologie longitudinale : la 2-forme w induit une forme 
symplectique w sur le fibré normal Q = TC/E. Il existe donc un unique 
champ de bivecteurs P G V°°{C,h?Q) tel que 

rô^p" = idQ, et p"rô^ = idQ. 

Pour tout entier positif P définit une section P^''^ e r°°{C, S^Q ® S^Q) 
définie de manière usuelle par 

^^'^(Ci',C2') :=(P(Ci,C2))' (4.39) 
quels que soient Ci) C2 ^ T°°{C,Q*). Ceci nous donne un accouplement 
pW . Y°°{C,M>E*®S^Q*)xV°°{C,K'^E*®S^Q*) V°°{C,M>^'^E*) (4.40) 

défini de façon usuelle : soient a G r°°(C, A^^*), (5 e r°°(C, MiE*) et n, G 
V^{C,S''Q*), alors 

P^'\a(g)Ti,/3(8)T2) :=P^'\Ti,T2)aA/?. (4.41) 

Puisque Lyvo — quel que soit le champ vertical V , alors Vyrô = pour la 
connexion de Bott, donc VyP' = 0, et il vient pour tous A e r°°(C, K^E*® 
S'^Q*) et P e r~(C, A«P* ® S^Q*) 

d,{p'^'\A,B))=P^'\d,A,B) + i-iy P^''\A,d,B), (4.42) 

donc l'accouplement P*^'^^ descend à un accouplement -aussi noté P^*^^- des 
groupes de cohomologie 

P^''^ : i^^(C, S^'Q*) X i7^«(C, 5*^Q*) ^ HP+i{C). (4.43) 

4.5 Les obstructions à la représentabilité jusqu'à l'or- 
dre 3 

Le but de ce paragraphe est d'esquisser la démonstration du théorème 
suivant : 

Théorème 4.6 Soit (M, u) une variété symplectique eti : C ^ M une sous- 
variété coïsotrope fermée. Soit E le sous-fibré caractéristique de zu :— i*uj. 
Soit * un star-produit sur M et [*] = YlT=-i^'^\*\r sa classe de Deligne. 
Pour que * soit adapté à C jusqu'à l'ordre 3 il faut et il suffit que les deux 
conditions suivantes soient satisfaites : 
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1. Il existe un représentant de telle que i*ao est une 2-forme rela- 
tive, i.e. 

P.^*Mo = (4.44) 

2. De plus, ao a la propriété suivante : 

^p'^'\kam{C,E),kam{C,E)) 

+^P^'\[ï*ao]{i,i), [^*aoh^))-Pv^*[*]l = (4.45) 

où kam{C, E) désigne la classe d'Atiyah-Molino de la sous-variété présym- 
plectique {C,zu := i*uj) et [ désigne la classe de cohomologie d'une 

2-forme relative vue comme 1-forme logitudinale à valeurs dans Q* . 

On va d'abord donner la formule pour un star-produit symplectique général 
jusqu'à l'ordre 3 : soit P la structure de Poisson correspondant à u, et soit 
p(fc) ç r°^(5'=TM ® S'^TM) défini comme P , voir ()4.39j] . Soit V une con- 
nexion sans torsion symplectique dans le fibré tangent de M. On rappelle 
l'opérateur bidifférentiel suivant pour f,hE C°°(M, K) (voir [7^], |1S]) : 

Pl{f,h):=P^'\D^f,D'h) (4.46) 

avec la dérivée covariante symétrisée D (voir le paragraphe I2.2|l . Ensuite, 
pour le champ hamiltonien Xf de / G C°°(M, K) on regarde la dérivée de 
Lie de la connexion, 

(Lx,V)^F:= [Xf,VxY]-Vyx,,x]Y -Vx[Xf,Y] ^ X,Y eT^{M,TM) 

ce qui est un champ de tenseur dans r°°(M, S'^T*M ® TM), et 

{Lx,t){X,Y,Z) ■.= uj{{Lx,V)^Y,Z) ^ X,Y, Z e T^{M,TM), (4.47) 

ce qui est un champ de tenseur dans r°°(M, S^T*M). On rappelle l'opérateur 
bidifférentiel suivant pour f,he C°°(M,K) (voir [Él, |1S|) : 

Sl{f,h):=p(''>{Lx,f,Lxj). (4.48) 

Ensuite, on rappelle la multiplication diamant o, voir [S], pour deux 2- 
formes j3 et (3' : pour garder la simplicité on les donnera dans une carte 
([/, {x\ . . . , x")) ; soit P = \ E,,, ^'^£1 A ^ et /5 = i (^^dx^ A dx' : 
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De plus, l'opérateur bidifférentiel -B|[/3] -qui dépend de façon linéaire d'une 
2-forme fermée /3- est donné en coordonnées par la formule suivante : 

i,j,k,l,r,s 

Si» ' dxî ' ^ ax><: ' dx' ' 

_|_ 1 g ^ pi" p»»" p>^>^ _|_ piupjr pks^ 

^dxi'dxj' dxl' ^axi'dxj' dxk 

Le théorème suivant est plus ou moins bien connu : 

Théorème 4.7 Soit (M, tu) une variété symplectique et * = Yl'^o^^^r un 
star-produit sur M. Soit [*] sa classe de Deligne et a = Yl'^o ^^(^r une 
série formelle de 2-f ormes fermées représentant [*] — Soit V une con- 
nexion sans torsion symplectique. Alors il existe des opérateurs différentiels 
5i, 52,^3 dans D^(C°°(M,K),C°°(M,K)) s'annulant sur les constantes tels 
que les premiers quatre termes Q, Ci, C2 et C3 de * soient de la forme suiv- 
ante (pour tous f,h e C°°{M, K) ) : 

Coif,h) = fh 

C,if,h) = {f,h} + {bS,){f,h) 

C2if,h) = ^P^if,h)~S,{ihS,)if,h)) + iSJ)iS,h) + ihS2)if,h) 

-aoiXf, Xf,) + {SJ, h} + {/, S,h} - S,{f, h} 

C3if,h) = ^Slif,h)-a,iXf,X,) 

+aooao - ao{Xs^f,Xh) - ao{Xf,Xs^h) + Si{ao{Xf,Xh)) 

+{S2f, h} + {/, S^h} - S2{f, h} 

-S^{{S^f, h} + {/, S^h} - S,{f, h}) + {SJ, S,h} 

h) + P?iS^f, h) + P?if, S^h) - Si (P|(/, h)) 
+ (b^3)(/, h) + {Si - S2) {{bS^){f, h)) - Si ((b52)(/, h)) 
+ {Sif){S2h) + iS2f)iS^h) - S^{{S^f)iS^h)) 

où h est l'opérateur cobord de Hochschild, voir éqn \1.44\ )- 
Démonstration: Puisque tout star-produit est équivalent à un star-produit con- 
struit par la méthode de Fedosov *f (voir l52j et le paragraphe Ej) , alors il existe 
une transformation d'équivalence S* = id -|- l'^Sr telle que * = S~^{*f)- En 

utilisant le résultat de Neumaier [O^ reliant la classe de Deligne avec la série de 
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2-formes fermées entrant dans la construction de Fedosov et le résultat de Bonneau 
|Sj qui a montré comment ces 2-formes de Fedosov apparaissent dans les opérateurs 
bidifférentiels du star-produit, on obtient *p qui est donné par la formule ci-dessus 
avec Si = = S2 = S3, voir également j3H] pour le cas oq = 0. Le reste est un 
calcul évident. □ 



Soit maintenant i : C M une sous-variété coïsotrope fermée de M de 
co dimension k et soit E son fibre caractéristique. Soit t : M ^ C un voisi- 
nage tubulaire de C dans M que l'on va identifier de manière symplectique 
avec un voisinage ouvert -également noté M- de la section nulle de E* grâce 
au théorème de Weinstein/Gotav 11.21 Soit * un star-produit sur M. Pour 
étudier les réprésentations de * sur C il suffit de regarder les représentations 
de sur C, ou -en vue de la proposition 13. 21 - de regarder les star-produits 
adaptés dans M. Soit (F, V) une connexion sans torsion adaptée dans le 
fibré tangent de la variété présymplectique {C^w = i*uj). On va utiliser la 
connexion symplectique V (voir la théorème 14. 3|) dans (M, ojwg) pour cal- 
culer explicitement Si et 5*2 du théorème précèdent tels que * soit adapté 
à C jusqu'à l'ordre 2. Soit ei, . . . , une base locale de E et e^, . . . , e'^ la 
base duale dans E* . Soit également /i, . . . , /2m une base locale du fibré F et 
. . . , Z^™- la base duale dans F*. Soit R le tenseur de courbure de V. On 
note pour 14, V^2 e r~(C, E) 

k 

Ric^iVi, V2) := ^(e\ iî(e„ V^2)V^i) 

i=l 

le tenseur de Ricci vertical de V. De plus, il est connu que la trace du tenseur 
de courbure est une 2-forme exacte (voir par exemple [T^, Lemma 16), c.-à-d. 
il existe une 1-forme ^ sur C telle que pour tous X, y, Z G r°°(C, TC) 

trace(Z y-^ R{X,Y)Z) =: d^{X,Y). 

Les opérateurs différentiels suivants ne dépendent pas des bases choisies : soit 
/ e C°°(M, K) et C e r~(C, T*C (g) T*C) : 

k 

A(/) := E(^Te.n/), (4.49) 

i=l 

C^*^*(/) := EC(e.,e,) (eO''(e^r(/), (4.50) 
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k 

:= EC(e',(e^r) (eTeJ(/), (4.51) 

k 

:= (^*(C(_,ef)))'(/V (4.52) 

i=l 

Théorème 4.8 Avec les notations introduites ci-dessus : 

1. Pour que * soit adapté à C jusqu'à l'ordre 1 il faut et il suffit que 
l'opérateur différentiel Si soit de la forme suivante : 

5i = A + 7]^ + 5i (4.53) 

où 7i est une section de classe C°° arbitraire de E* et Si est un opérateur 
différentiel arbitraire de C°°{M, K) dans C°^{M, K) qui s'annule sur les 
constantes et soit adapté à C . 

2. Pour que * soit adapté à C jusqu'à l'ordre 2 il faut et il suffit que 

(a) Si soit de la forme \4-5i^ , 

(b) il existe un représentant «o de [*\o tel que 

p^i*ao + dy'ji + d^p^^ = 0. 

(c) l'opérateur différentiel S2 soit de la forme générale 

S2 = ^(A + 7n^ + (A + 7n^i + ^fficf^*-^(V7i)^*^* 

-af ^ - (ao + rfr*7i + dT*^'''^ + il + ~S2 (4.54) 

où 72 G r°°(C, E*) et 5*2 est un opérateur différentiel arbitraire de 
C°°(M, K) dans C°°(M, K) qui s'annule sur les constantes et soit 
adapté à C . 

Démonstration: Ce théorème est une vérification directe, mais très longue et 
fastidieuse. Une identité très utile est 

Ric^{V, H) = {di){V, H) et Ric^{H, F) = V F G r°°(C, S), H e r°°(C, F), 

qui est une conséquence de la première identité de Blanchi. □ 

Pour un champ vertical V sur C on définit la fonction 

fv : M^K: 
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Il est clair que tout /y est un élément de l'idéal annulateur X. D'après le 
théorème 14.11 les obstructions pour la représentabilité d'un star-produit à 
l'ordre 3 s'obtiennent en calculant i*C3{fv, fw) ~ i*^z{fw , fv) (pour tous 
V,W E T°°{C,E)) qui est un 2-cocycle de la cohomologie longitudinale si 
le star-produit * est adapté à C jusqu'à l'ordre 2. D'après le lemme I4.H 
équation ()4.6|) il suffit de considérer ces fonctions fy qui sont en bijection 
avec le module conormal X/T^ = T°°{C,E). Au bout d'un très long calcul 
direct on arrive au résultat ()4.45j) . Le terme avec la classe d'Atiyah-Molino 
provient du terme Ceci donne la démonstration du théorème I4.fjl 

5 Existence des morphismes et des représen- 
tations lorsque la classe d'Atiyah-Molino 
s'annule 

5.1 Quantification des morphismes de Poisson entre 
deux variétés symplectiques 

Soient (M, u) et (M', u') deux variétés symplectiques et soit : M ^ 
M' un morphisme de Poisson. D'après la proposition 11.11 l'application est 
une submersion dont l'image M' est un ouvert de M'. On rappelle les sous- 
fibrés intégrables F := Ker T(f) et E := F^ de TM. Soient Pi? et Pe les 
projections sur F et E. On définit := uj{Pe_, PeJ et := uj{Pf_, PfJ- 
Alors, d'après la proposition 11.11 il vient u = oj^ + oj^ et = tu^, et par 
conséquent, doj^ = = doj^ . Le couple (M, cj-^) est donc présymplectique 
à fibré caractéristique E. Soit (F, V) une connexion sans torsion adaptée à 
(M, uj^) : on a toutes les propriétés i) - v) de la proposition 14.31 pour V avec 
l'intégrabilité du fibré F. Soit V une connexion sans torsion 
dans le fibré tangent de M' qui soit symplectique. Puisque E est isomorphe 
au fibré retiré (j)*TM' la connexion retirée 0*V' induit une connexion V" 
dans le fibré E sur M qui préserve = (j)*uj' . On a la proposition suivante : 

Proposition 5.1 Avec les notations mentionnées ci-dessus, pour toute con- 
nexion sans torsion symplectique V dans le fibré tangent de M' il existe 
une connexion sans torsion symplectique V dans le fibré tangent de M avec 
les propriétés suivantes pour tous X e T°°{C,TC), V,W E T°°{C,E) et 
H,H,,H2,HseT^{C,F) : 

t) VxV eV^{C,E), 

tt) VvH = PF[V,H]e r°°(C, F), 

m; WhV = PE[H,V]eT^{C,E), 
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v) Vu^ = = Vu^, 

vi) (p est une application affine. 

Pour toute connexion sans torsion V satisfaisant les conditions ci-dessus, les 
seules composantes en général non nulles de son tenseur de courbure R sont 
les suivantes : 

R^EiVi,V2;V,W) := uj{Vi, R{V,W)V2) (5.1) 
R^piH^,H2;H,H') := uj{H^, R{H, H')H2) (5.2) 
R^f{Hi, Hs-, V, H2) := u;{H,, R{V, H2)H^) = -Pame{V; H^, H2, H^) 

(5.3) 

Démonstration: On définit V par 

VxY := Vp^xiPpY) + Pf[PeX, PpY] + Pe[PfX, PeY] + V^^xPeY 

On vérifie toutes les propriétés énoncées sur des champs de vecteurs de la forme 
X = X"" + H avec X' G r~(M',TM') et iï G r°°{M,F) où ( )'* désigne le 
relèvement horizontal de X' à M. On note que {X,X') est ç!i-lié. Puisque E et 
F sont intégrables, les tenseurs de courbure R{V,W)H et R{H, H')V s'annulent 
(propriété de Bott). Il restent les termes purement dans E ou dans F, et le seul 
terme mixte est donné par la classe d'Atiyah-Molino du fibré E qui est propor- 
tionnel à Ref- Puisque F est le fibré noyau d'une submersion, alors son 1-cocycle 
d'Atiyah-Molino s'annule. □ 



On rappelle maintenant les structures nécessaires pour la construction 
de Fedosov partielle : soit N une variété difïérentiable avec un sous-fibré 
intégrable K de son fibré tangent muni d'une forme symplectique cu^ sur 
les fibres, u;^ est une 2 forme fermée longitudinale. Soit (A„)ugN une famille 
de fibré vectoriels sur M. On suppose qu'il existe une famille {fJ^r,uvw)r,u,v, wgn 
d'homomorphismes dans T°°(^N, îiora{Au0Ay, A^)) de sorte que pour chaque 
r G N il existe Nr E tel que Hr,uvw = lorsque w — u — v < Nr et que 
X^^u V w=o ^^f^r,uvw définisse une multiplication associative 'fibre-par-fibre' sur 
le IK[[i/]]- module 

A:^ x-or°°(A„)[H]. 

Soit P G r°°{N,A'^K) le champs de bivecteurs correspondant à ou. Il vient 
que P est une structure de Poisson régulière sur M. On note 

W{K*) ■.^r°°{N,SK^)[[u]] := ( x^or°°(A^,-s^i^*))[H] 

et pour l G N 
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avec W ® A(ir*) := ®ienW®A\K*). Soit A := r°°(iV, A)[[z/]] et 

A^W^A{K*) := ( x~^o r°°{N,A^^ S'^K* ® A^K*))[[u]]. 

On définit la multiplication fibre par fibre non déformée entre sections fac- 
torisées «1 (g) /i O 7i et «2 (8) /2 72 (avec «i, «2 G r~(A^, A), /i, /2 G yV{K*) 
et 7i,72 e A(X*) par 

(«1 (8) /i (8) 7i) («2 <8) /2 ® 72) aio;2 <8) /1/2 <8) 71 A 72- 

Pour X e r°°{N,K) soit is(^)(«®/®7) := a® (i(X)/) ®7 et ia{X){a® 
f^j) := (a) ® f ®i{X)j. Soit Ci, . . . , 62^ une base locale de et e^, . . . , e^"^ 
la base locale de K*. Le champs de bivecteurs P s'écrit P — Yl'iJ=i P^^^i ® 
pour certaines fonctions locales P^^ On définit la multiplication déformée 
fibre par fibre : 

00 j. 2m 
r=0 n,...,v,ji,...jV=l 

{is{en) ■ ■ ■ ï.(ev)C) {is{(^h) ■ ■■is{(^jr)v) (5-4) 
qui ne dépend évidemment pas de la base choisie. On va écrire 

{^,v}K:=P''{ts{e,)è){ts{ej)v) (5.5) 

pour la structure de Poisson fibre-par-fibre définie sur A®W ^A{K*). Muni 
de la multiplication o^, l'espace A (E) W (E) A{K*) est une algèbre associative. 
On note degsK^ '■= ^2^=1 (l ® 8) l) (is(ej)Ç) l'endomorphismc ]K[[t/]]-linéaire 
de A® yV <^ A{K*) dont les vecteurs propres à valeur propre k sont des 
sections de r°°(A^, A (g) S'^K* (g) Aii'*)[[i/]] quel que soit l'entier positif k. On 
note également degax^ := Yl^i^i (l<8)l<8)e*) {ia{'£-i)C} l'endomorphisme IK[[z/]]- 
linéaire de ^ (g W ® A{K*) dont les vecteurs propres à valeur propre / sont 
des sections de T°°{N,A ® SK* ® A^K*)[[u\] quel que soit l'entier positif 
l. Soit Degx l'endomorphisme K-hnéaire de A®yV® A{K*) donné par 
DeçK ■— 2i^^ -|- deQsK- H vient que Degx et deçax sont des dérivations 
de l'algèbre {A®\V ® A{K*),oi^^ qui est donc une algèbre associative Z- 
graduée par rapport à la dérivation degax- Un endomorphisme K-linéaire 
de A®yV®A[K*) est dit de degré antisymétrique l lorsque [degax, ip] = lip et 
de degré total r lorsque [Degx, ip] = rip. On introduit le commutateur gradué 
[/, h] :— f ojçh — (— / := adojf{f){h) quel que soient les éléments 
f.g G A (B) yV (E) A{K*) avec degaxf = lif et degaxh = l2h. Il vient que 
adoj^{f) est une dérivation graduée de degré /i de A®W ® A{K*) . En outre, 
tout élément ^ de A®W ® A[K*) s'écrit comme série formelle ^ = ^^q^'''^^ 
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avec Degxi^^^^) — Par conséquent, .4. (8> W ® A{K*) n'est pas gradué 

par rapport à Degx (parce que ^(g) W <8) A(ii'*) n'est pas somme directe des 
espaces propres de Degx), mais une algèbre associative filtrée par 

A(E)Wr® A{K*) := {e e ^ ® W ® A{K*) \ ^^^^ = = • • • = C^'^'^^ 

où r e N et ^ (g) Wo ® A{K*) := A^W® A{K*). Evidemment, A 
Wr ® A{K*) D A(g) Wr+i ® A(A'*) et l'intersection de tous les ^ O ® 
A[K*) est égale à {0}. Soient Ôk et les endomorphismes K[[z/]] -linéaires 
deA^W(S) A{K*) définis par Sk^ := ^J^i (l ® 1 ® e*) {is{ei)i) et — 
Xli='i (l Cg) e* (8) l)(ia(ej)^). Il vient que Ôk est une dérivation graduée de 
degré antisymétrique 1 et de degré total — 1 de ^ (8) W (8) A(ir*) et que 
est un endomorphisme IK[[z/]] linéaire de A^ W <S> A(K*) qui est de degré 
antisymétrique —1 et de degré total +1.5^ n'est pas en général une dérivation 
graduée de ^ W ® A{K*). De plus, on a 

Si = 

donc W ® A(iîr*), o;^, 5) est une algèbre différentielle graduée dont la 
cohomologie est concentré en degré antisymétrique nul et est isomorphe à 
l'espace A. Soit ctk la projection de A<^W ^A{K*) sur A dont le noyau est 
égal à A®W®A{K*y, le K[[z/]]-sous-module de A®W®A{K*) qui consiste 
en toutes les séries formelles termes dont la somme de degré symétrique et 
du degré antisymétrique est strictement positive. Alors degsK + degaK est 
inversible sur A®yV ® A{K*)'^ et on note {degsK + degaK)'^ son application 
réciproque. On définit 



et il vient 



si ax^ = 

{degsK + degaK)~^5*K si ^ e A®W ® A{K*)+ 

SrSk^ + S^^Ôk = id — aK- 



On rappelle qu'une connexion partielle le long de K dans un fibré vectoriel L 
sur M d'après Ehresmann est une application K-bilinéaire V''^ : r°°(A^, K) x 
V^{N,L) V^{N,L) : (A:,'0) ^ VfV telle que Vf^^V = /VfV et 
Vf (/V») = {Xf)i) + fV^ij quel que soit / G ^""(iV, K). Pour le cas L = K, 
la connexion partielle V'^ est dite sans torsion lorsque F — VyX = [X, Y] 
quels que soient X, F G r°°(A^, i^'). Soit une connexion partielle sans 

torsion le long de K dans K qui soit symplectiquc dans le sens que la forme 
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symplectique u sur K soit préservée. Une telle connexion partielle existe 
toujours grâce à l'astuce de Tondeur, Lichnerowicz et Hess, voir par exemple 
()4.22|1 . La connexion partielle induit une connexion partielle le long de 
K dans tous les fibrés S^'K* ® Ai^*. Pour chaque entier positif u, soit V"^"^ 
une connexion partielle le long de K dans le fibré Au- La série formelle des 
^AuK ç^Qf^juif^ -^^^HQ connexion partielle V"^^ le long de K dans A {on les ax- 
iomes d'Eliresmann se généralisent de façon évidente K est remplacé 
par K[[z/]]). On suppose que soit une dérivation de l'algèbre associative 
A quel que soit le champ de vecteurs X G T°°{N,K). Les deux connexions 
partielles V"^^ et induisent une connexion partielle, appelée V^, dans 
tous les fibrés ® ©f^g*^'-^* ® AK*. Ainsi la dérivée covariante extérieure 
Ôk est bien définie dans A<S)yV®A{K*) : à l'aide des bases locales ei, . . . , 62™, 
de K et e^, . . . , e^"* de K* mentionnées ci-dessus on pose 

2m 

dKF:=Y,e'AVf^F 

i=l 

quel que soit F E A W <S) A{K*). La définition ne dépend pas des bases 
choisies. Il vient que dx est de degré antisymétrique 1 et de degré total 0. 
Le théorème de Fedosov suivant permet de construire des déformations de 
l'algèbre associative A : 

Théorème 5.1 (Fedosov) Avec les structures N, K, A,SK,dK mentionnés 
ci-dessus, on suppose qu'il existe un élément R^x ^ A ^ A^{K*) de degré 
total tel que 

(où R^j^ G T°°{S'^K* ^A'^K*) est lié au tenseur de courbure R^ de V^^par 
RrAV^W'^X^Y) := uj^{V,R^{X,Y)W) quels que soient les champs de 
vecteurs V, W,X,Y E T°°{N, K) ) et tel que 

9k{Rkk + Rrk) = 0- 

Soit Q = Yl'^i^^^r ^ r°°(A^, A^_ft'*)[[î/]] une série formelle de 2-formes 
fermées (le long de K) et s E AÇ^ Wsi^K*) avec o"i^(s) = donnés. 

1. Il existe un unique élément r E A ® 'W2{K*) tel que l'équation de 
courbure suivante 

= -^A-r + dKt - oj^ r + Rj^^ + Rrk + 1 ® ^ (5.6) 
et l'équation de normalisation 

= s. (5.7) 

soient satisfaites. 
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2. L'application 

Dk := -5k + dK- ^a<,(r) (5.8) 

est une dérivation graduée de degré antisymetrique 1 de [A W ® 
A(K*), oj^Y dite la dérivation de Fedosov telle que 

Dl = 0. (5.9) 

3. Les groupes de cohomologie de Dk sont isomorphes à A (pour le degré 
antisymétrique 0) et à {0} (pour le degré antisymétrique strictement 
positif). 

4- Il existe une unique injection K[[u]]-linéaire tk '■ A = r°°{N, A)[[u]] 
A ® W{K*), dite la série de Fedosov- Taylor telle que 

(^K{rK{a)) = a Va G A (5.10) 
TKiA) = KerDK\A®v\!{K*)- (5.11) 

5. Il existe une unique déformation associative formelle hidifférentielle * 
de la multiplication point-par-point dans A telle que 

TK{a *b) = TK{a) TK{h) donc a*h = (7K{rK{a) TK^b)) (5.12) 

quels que soient a,b E A. Les opérateurs hidifférentiels de * sont 'le 
long de K', c.-à-d. dans toute carte distinguée de la variété feuilletée 
N associée au fibré intégrable K, ces opérateurs ne contiennent que des 
dérivées partielles paramétrant les feuilles. 

Voir par exemple pour une démonstration. Pour calculer la série de 
Fedosov- Taylor, la formule de Neumaier suivante est très utile (voir 



id , , , , 

id- [à^ .ÔK - â^aOoKlOJ 

Pour le cas K = TM et ^ = C°°{M,K)[[u]] (munie de la multiplication 
point-par-point), cette construction donne un star-produit * sur la variété 
symplectique (M, u) dont la classe de Deligne est donnée par 

voir ini]. Dans ce cas, on peut toujours modifier r en f := r — OTAf(i') (si bien 
que Q sera remplacée par Q + daTuis) et s par s — 5^^^ 0-^^(1') )• 

On va d'abord appliquer le théorème précèdent au cas 011 (A^, K, A) est 
donnépar (M, TM,C°° (M, K)[[z/]]) et {N,K,A) = (M', TM', C°°(M', K)[[z/]]) : 



101 



Grâce à la proposition 15.11 les dérivées covariantes V sur M et V' sur M' 
sont telles que l'application de Poisson cf) est une application affine. Alors en 
écrivant 5tm ='■ à, Ôtm ='■ d, Ôtm' =: ô' et Ôtm' ='■ d' les deux équations 
suivantes sont faciles à déduire : 

ô(j)* = <p*5' (5.15) 
dcf)* = (j)*d' (5.16) 

où 0* : W (g) A(T*M') W ® A(T*M) est le pull-back usuel. On voit 
également que 0* est un morphisme d'algèbres associatives graduées par rap- 
port aux multiplications fibre-par-fibre o' := orpj^^, et o := o^-m- On a d'abord 
le théorème suivant : 

Théorème 5.2 Soit (j) : M —>■ M' une application de Poisson entre deux 
variétés symplectiques (M, tu) et {M',uj'). Alors les deux énoncés suivants 
sont équivalents : 

1. Il existent des star-produits * sur M et *' sur M' tels que cf) admette 
une quantification différentielle en tant que morphisme d'algèbres as- 
sociatives. 

2. Il existent des dérivations de Fedosov D dans W (8> A(T*M) et D' dans 
W O A(T*M') telles que 

D<p* = <p*D'. 

De plus, si un de ces énoncés est satisfait, on peut trouver des star-produits *f 
(équivalent à *) et *'p (équivalent à *') de telle manière que le pull-back 0* : 
lc^{M',K)[[iy]],*'p) (C°°(M,K)[[z/]],*j.) est déjà un morphisme d'algèbres 
associatives. 

Démonstration: "1) <^ 2)" : on suppose que D(p* = (f)*D'. Soient r et r' les 
séries de Fedosov- Taylor associées a D et k D', soient a := axAi et a' = cttm' 
et soient * et *' les star-produits résultant de la construction de Fedosov. Soient 
f',h' G C°°{M',K)[[u]]. Il vient D(j)*T'{f') = (l)*D'T'{f') = 0, alors 

<P*r'if) = r(a(0*r'(/'))) = r(c/>VV(/')) = r(r/'), 

donc 

r(/' *'/!') = aT{(t>*{f*'h'))=a<P*T'{f*'h') = a<P*{T'{f)o'T'{h')) 
= a((0V'(/')) o (0V'(/i'))) = ^((r(<A7')) ° ir{ct>*h'))) 
= aT{{<t^*f')*{<t^*h'))={cp*f')*{c^*h') 

et (j)* est un morphisme d'algèbres associatives, ce qui démontre 1) et en même 
temps l'énoncé après 2). 
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"1) 2)" : Soient * et *' des star-produits sur M et M' et soit $ = <P*+Y1T=1 ^'^r 
une série d'opérateurs différentiels dans B{C°^{M' ,K),C°°{M,K)) le long de (p 
tels que 4> : {C°°{M' ,K)[[ij]],*) (C°°(M, IfC)[[zy]], *') soit un homomorphisme 
d'algèbres associatives. Puisque tout star-produit est équivalent à un star-produit 
construit à l'aide de la méthode de Fedosov à partir d'une connexion symplectique 
arbitraire (voir [^J, [ÏÏ^j, [M])) il existe des transformations d'équivalence S = 
id + ^.7=1^"^ Sr et 5' = ifi + E^i i^''-^; (avec Sr G (C°°(M, K); C°°(M, K)) 
et 5^ G Di((:°°(M',]K);(:°°(M',IK)), s'annulant sur les constantes quel que soit 
l'entier strictement positif r) telles que *f '■= S{*) et *'p := S'{*') sont des star- 
produits de Fedosov sur M et M' . Visiblement, S^S'~ est un homomorphisme 
d'algèbres associatives {C°°{M' ,K)[[u]],*f) {C°°{M,K)[[v\],*'p). On considère 
l'application ^' de l'espace C°°{M' ,K)[[u\] dans W(T*M) définie par 

/' ^ r{S^S'-\n) V/' G C°°(M',]K)[M] 

^' est une série d'opérateurs différentiels le long de (j). Donc il existe un morphisme 
de fibrés vectoriels ^ du fibré en jets J°°(M', M' x K) dans Xk=oS^T*M, alors 
^r(/') = ^(j°°(/')) . Puisque les fibrés J^(M', M'xK) et ®1^qS^T*M' sont isomor- 
phes (en utilisant la dérivée covariante V') quel que soit l'entier positif r, il existe 
une série d'opérateurs différentiels Q d'ordre 0, telle que j°°{f') = Q{t' {/')). Donc 
il existe une série d'opérateurs différentiels d'ordre 0, le long de (j), de W{T*M') 
dans W{T*M) telle que 

T{S^S'-\f')) = ^{r'if')) V/' G C^{M',K)[[u]]. 

Il vient 

é(r'(/') o' T\h')) = l>(r'(/' 4 h')) = T{S'èS''\f' 4 h')) 
= T{{S^S'-\f'))*F{S<^S''\h'))) 

= T{S<!>S''\f')) OT{S<!>S''\h')) 

= é{T'if))oé{r'ih')), 

et puisque $ est 'tensoriel', c.-à-d. d'ordre 0, et puisque pour tout p' G M' la fibre 
W{T*M')p, := x^o(5'=r*M'V[M] est donnée par {r'(/')p' | /' G C~(M', lC)[[i/]]} 
grâce au lemme classique d'Emile Borel, il s'ensuit que $ est un homomorphisme 
d'algèbres associatives tensoriel {W{T*M'),o') dans {W{T* M),o) qui déforme 4>* . 
On peut prolonger $ de manière canonique sur W A(T*M') par $(^' (g) 7') : = 
Ô(^') (g) çî)*7' avec ^' G >V(r*M') et 7' G r°°(Ar*M'), et Ô restera un homomor- 
phisme d'algèbres associatives graduées. 

On va montrer que $ est de la forme A (j)* où A est un automorphisme intérieur de 
(W A{T*M), o) : soit ^ = X^î^o '^'^^r- Chaque est un opérateur différentiel 
d'ordre 0, donc un élément de x k' ,keN^°° {Tiom{^* S''' T* M' , S''T*M)) d'après l'éq. 
p.,'-{2|l . Puisque le fibré retiré (p*T*M' est isomorphe au fibré E* , tout est de 
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la forme <P* avec G Xfc/^fegNr°°(Hom(S''='^*, S''=r*M)) . Il s'ensuit que 
est donnée par l'injection canonique de W (X" A(£'*) dans W ® A{T*M). Soit s le 
plus petit entier strictement positif tel que 7^ 0. Puisque $o et 4> = X^î^o '^^^r 
sont des homomorphismes d'algèbres associatives de (W ^ A{E*),o^^ dans (W 
A(T*M),o), la propriété d'homomorphisme à l'ordre s montre que est une 
dérivation de l'algèbre commutative graduée A(£'*) dans W<SiA{T*M) (munies 
de la multiplication fibre-par- fibre non déformée) le long de ^o- H existe donc un 
élément L = U a de xf^f^T°°{S''T*M ® E) avec U G xf^f^T°° {S^T* M) 
tel que és{A) = is{L){A) := ^21=1^' is{ei){A) quel que soit A G W A{E*). 
La propriété d'homomorphisme de Ô à l'ordre s + 1 montre que is{L) est une 
dérivation d'algèbres de Poisson le long de $o- Un petit calcul montre que ceci 
est équivalent à dire que Û := {id ® u;^)(L) G xf^^T'^{S^T*M ® E*) est Ôe- 
fermé, i.e. SeI^ = 0. Ici on a regardé Û comme élément de ^(X" W (8) A^{E*) avec 
A := ( T°°{S^F*),of). Alors il existe un élément G W{T*M) tel que 
= 5e{^s) et par conséquent : ^s{A) = —{Cs,A}, avec la structure de Poisson 
fibre-par-fibre associée à voir éqn (|5.5)) . Si l'on définit 

tW : W A{T*M) ^ W A{T*M) : ^ ^ gi^=-^aû!o(C./2)^ 
alors rl^l est un homomorphisme d'algèbres associatives et 

rW é = 0* mod zv^+i. 

Par récurrence on montre l'existence d'un élément C = i^'^^^Cs/2 + - • • G Wi(T* M) 
tel que 

Il est évident que e~'^'^°^'~"^ est un automorphisme de l'algèbre (W (8) A(r*M), o) . 
Soient 1)' = —S' + d' — ^ado'(r') et D = — 5 + ô — ^ado(r) les dérivations de 
Fedosov à l'aide desquelles on a construit ^«p' et *'p. On peut supposer que les 
dérivées covariantes V (dans TM') et V (dans TM) sont choisies de telle façon 
que l'équation (|5.16|) soit satisfaite. Soit 

Alors le membre de droite est bien défini (c.-à-d. r G W3 (X A^(T*M) car C G 
>Vi(r*M)) et défini une dérivation graduée de degré antisymétrique +1 de carré 
nul. On peut montrer que D est toujours une dérivation de Fedosov définie par une 
série de 2- formes fermées cohomologue à celle qui définit D et par une normalisation 
5~^r différente de celle de r, et le star-produit * qui en résulte est équivalent à *^ 
(alors il existe une transformation d'équivalence S telle que * = >S'(*)), voir par 
exemple [32], Soit /' G C°°{M' ,K)[[u]]. Alors 

D4>*T'{f) = é"^°^^'^ D e-"'^"^^) 4>*T'{f) = e'^'^°(^) D ^T'{f') 
= e'"^°^^'^ D T[S^S''\f')) =0 = 0* D'r'if), 
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alors, grâce à l'éqn H5.16() 

= m*r'{f') - cp* D'r'if) = -J- (ado - rado,{r')y{f'). 

zv 

Puisque les séries de Fedosov-Taylor engendrent chaque fibre de W{T*M') et 
puisque la partie grassmannienne A(T*M') est dans le noyau de tout ado' {A') 
il s'ensuit finalement que 

ado(r)(/.* = </.*ado/(r'), donc D(i)* = (l)*D\ 

ce qui montre le théorème. □ 



On va maintenant étudier l'existence des dérivations de Fedosov qui sont '0- 
liées' dans le sens de l'énoncé 2) du Théorème précédent. On rappelle que 
TM = © F, et on a la décomposition en composantes de 5 et de (9 : avec 
(ci, . . . , une base locale des sections C°° de et e^, . . . , e^"^ sa base duale 
et /i, . . . , une base locale des sections C°° et . . . , sa base duale, on 
définit 

2m 2n 

5Ev4:=^(l®eOï,(e,)A := ^(1 ® donc <5 = 5^ + 

i=l i=l 

(et 5p^ de manière analogue) ainsi que 

2m 2n 

dEA:=^{l®é)Ve.A dFA:=^{l® DVf^A donc d = dE + dF. 

i=l i=l 

Il vient 

dl = -1-adoiR^E) (5.17) 

[dE^dp] = -^adoiR^p) (5.18) 

dj, = -^adoiRÇp) (5.19) 

avec les composantes de la courbure ()5.1|) . ()5.3|) et ()5.2|) . 

On voit rapidement que bp et 9^; préservent W ® A(iï'*) et W(F*) ® 
A(T*M) ainsi que 5^ et 9^ préservent A(F*) et W(F*) ® A(T*M). Nous 
allons donc regarder bp et dans le cas (A^, K, A) = (M, E, C°°{M, K)[[u]]) 
et ÔF et (9ir dans les cas iN,K,A) = {M, F,C°°{M,K)[[u]]) et iN,K,A) = 
(M,F,(r-(M,A(E*))[H],A)). 
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Proposition 5.2 Avec les notations précédentes : soient D' = —ô' + d' — 
^ado'{r') et D = —ô + d — ^ado{r) deux dérivations de Fedosov telles que 

D<p* = <p*D'. 

Alors on a les énoncés suivants : 

1. r = r| + + avec r| G W3 ® K^{E*), G W3 ® A^F*) et 4 G 
>V3(F*) ® A\E*) := x^or°°(M, ST* ® E*)[[u]]. De plus r| = 0*r'. 

2. Il vient 

^EE = 0*-^' 

3. Soit Q = Qee + ^EF + ^FF une série formelle de 2-formes fermées sur 
M avec ^ee e uV^ {M, K^{E*))[[p]], ^ef e lyT"^ {M, E* A F*)[[iy]] et 
VIff g z/r°°(M, A2(F*))[[z/]]. Soit n' G z/r°°(M',A2(T*M'))[H] On a 
les quatre équations suivantes pour les composantes de r et pour r' ; 

= -S'r' + d'r' - ^r' o' r' + R' + Q' (5.20) 

= dE4-^4oF4 + nEE-(l)''^' (5.21) 

= ^-Sp + dF-^ado^)ir^) + R^p + dE4 + nEF (5.22) 

= -SF^ + dEfF- ^4°f4 + Rff + ^ff (5.23) 

avec les normalisations ô''^{r') = s', = ^F^i^) = où 

s' G Ws{T*M'), s^^ G x^^^T°°{M,E* O S''F*)[[u]] et G >V3(F*). 

Démonstration: 1. L'équation D(j)* = (j)*D' implique que 

[r,cP*A% = cP*[r',A%, = [cP*r'A*A% 

ce qui appartient à W A{E*) quel que soit A' e W A{T*M'). Puisque le fibré 
E est isomorphe au sous-fibré retiré (j)*T*M' et puisque l'algèbre (W® A(T**'^), o) 
est le produit tensoriel complété (par rapport à la filtration mentionnée ci-dessus) 
de ses sous- algèbres (W O A{E*), oe) et (W A(F*), op), il n'est pas difficile de 
montrer que r ne peut avoir que les trois composantes r^, et données. De 
plus, puisque [r|, (l)*A% = = [r^, (j)*A'] il vient que [r| - 0*r', (/>*A']og = 0, et le 
fait que r| G W2 A^{E*) et r' G W2 ® Ai(r*M') entraîne que r| - 0*r' = 0. 

2. Calcul direct en utilisant le fait que Ôe est la connexion retirée de d' . 

3. On fait la décomposition de l'équation (|5.6|1 selon les composantes en A^E*, 
E* A F* et A^F*. Pour la composante A^E*, on utilise l'équation pour r' et 
le fait que = (/)*r' (qui implique ôi^r^ = 0). On traite de manière analogue les 
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équations pour les normalisations. 



□ 



On va étudier la question de savoir sous quelles conditions les quatre équations 
dSISni), (IS2H), et ^fl^ soient résolubles : 

Proposition 5.3 Soient (M, eu) et {M', lu') deux variétés symplectiques et 
(f) : M ^ M' une application de Poisson. Soient E et F les sous-fibrés 
intégrables de TM et ô, Ôe, ôp, d, Ôe, dp, ô', d' les structures mentionnées ci- 
dessus avec Sep* = (j)*ô et dcj)* = 0*9'. Pour tous les choix Q' , Q = Qee + 
VLef + ^FF s', s-^ (voir la proposition \5.^ partie 3.), il vient 

1. Il existe un unique élément r' G 'W^®A^{T* M') satisfaisant l\5.2U\} avec 
ô''\' = s'. 

2. Il existe un unique élément Xp G ® A^(F*) satisfaisant \5.2!^) avec 
5E-h^ = s^. 

3. Il existe un unique élément r| G W^{F*) ® A^E* satisfaisant / TOI) 
qui dépend de rp, de Qff, et de façon au plus linéaire de Qef, du 1- 
cocycle d'Atiyah-Molino pame du fibré E et d'une série de 1-f ormes, 
aE{4)euT^{M,A^E*)[[u]]. 

4- Il existe une déformation formelle associative différentielle • de la mul- 
tiplication extérieure dans V^lM, AE*) qui consiste en des opérateurs 
bidifférentiels dont les dérivées partielles sont le long des feuilles de F 
telle que 

(a) Ôe — ^<idop{r^ induit une déformation différentielle Ae de la 
différentielle de Cartan le long de E, dE, qui soit une dérivation 
graduée de degré +1 de {T°°{M, AE*)[[u]], •) , 

(b) le carré é\ de Ae est donné par 
avec 

7 := apidEr^) - ^^^(rf r|) + ^ee - <P*^' (5.24) 

(c) et le membre de droite de Véqn ( 15. 21\) s'annule si et seulement si 
7 = 0. 

Démonstration: 1. et 2. se déduisent directement du théorème de Fedosov 15.11 

L'algèbre A pour 2. est W ® A{E*). 

3. Les identités suivantes sont utiles et faciles à calculer : 

5eR%e = ^^ SfRee = 0, ÔeR^f = 0, ÔfR^f = 0^ ÔeR^f = 0, 6fR^f = 0, 

(5.25) 
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dEREE = 0, dFREE = 0, dEREF = 0, ÔfRef + QeRfF = OeRfe = 0- 

(5.26) 

Avec Dp := —Ôf + Ôf — ^ado^p on voit que {DpY = et on calcule que 

D'F{R'EF + dErF + ^EF) = ^ (5.27) 

en utilisant les identités précédentes (|5.25|) . (|5.26|) . (|5.18|) et ()5.19|) . Parce que le 
degré antisymétrique par rapport au fibré F de R^p + dE'Cp + ^ef égal à 1, 
le fait que la cohomologie définie par Dp sur W (8) A(r*M) est concentré dans le 
noyau de degaF implique que RpF + dE^F + ^ef est dans l'image de Dp : par 
conséquent, l'équation (|5.22|) est résoluble. En applicant ôp^ à l'équation ()5.22|) et 
en observant que Sp^rp = on obtient, à l'aide de 

ôp^R^p = -PAME. (5.28) 

l'équation suivante : 

oo ^ 

4 = Y.^Ôf'^9f - —ado{4)]''{aF4 " PAME - Oes^ + ôp'nEF). (5.29) 

fc=0 

On rappelle = ôp^rp. 

4. On regarde le cas {N,K,A) = {M, F,r°°{M, AE*)[[u]]). Il est est facile 
de voir que la partie de la courbure Rpp de Of dans AE* s'annule. Donc le 
théorème de Fedosov 15.11 s'applique et nous donne une déformation associative 
• de la multiplication extérieure A de r°°(M, Ai?*)[[z/]]. On voit d'ailleurs que 

le terme Y1T=o[^f^ ^ '^F ~ ^'^'^o(''f)]'^ ('^^^''e) dans la formule de r^, (|5.29|) est 
la série de Fedosov- Taylor de la série de 1-formes ^^^(r^) G T'^{M, A^E*) et se 
trouve dans le noyau de Dp. De plus, l'opérateur Dp := Ôe — ^««^(r^) préserve 
l'algèbre A <^ W A{F*) et est une dérivation graduée de degré 1 par rap- 
port à degaE et de degré par rapport à degaF 0. Un calcul direct montre que 
Dp = —ÔF + dF — ^ad{rE) et De anticommutent. Il vient que De préserve le 
noyau de Dp, donc les séries de Fedosov- Taylor, alors il existe une unique appli- 
cation K[[zy]]-linéaire de r~(M, AS*)[[i/]] telle que 

D^TFiP) = TF{dEf3). 

quel que soit f3 G r°°(M, A£'*)[[zv]]. Il est clair que d^; est une dérivation graduée 
de degré 1 par rapport à degaE de l'algèbre déformée (r°°(M, A£'*)[[z^]], •) , car De 
est une dérivation graduée. Puisque G yV2{F*)()S)A^{E*) il vient que {dE)o = dE- 
Finalement, le carré de Dp (bien sûr restreint a A^W A{F*)) est égal à 

{D^f = -^ado^ {dE^ - ^4 °F + ^ee - (f>*n') 
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et un calcul direct montre que 

D^F{dEr'E - op 4 + ÇtEE - 4>*^') = 0. 

Alors il existe une unique série formelle de 2-formes 7 G uT^^M, A'^E*)[[u]\ donnée 
par apidEfE - è^'^E °F '^e + ^ee - (l>*^') telle que 

dE'TE - °F r| + ^EE - 4>*^' = tf{i). 
Ceci montre la proposition. □ 



Les premiers deux ordres de la série formelle de 2-formes 7 donnent des 
obstructions entièrement analogues à celles du théorème 14.61 : 

Théorème 5.3 Soit cf) : M ^ M' une application de Poisson entre deux 
variétés symplectiques (M, tu) et {M',uj'). Soit F := Ker T0 et E le sous- 
fibré F'^ (voir la proposition Soit * un star-produit sur M et *' un 

star-poduit sur M' . Pour que (p soit quantifiable il est nécessaire que les deux 
conditions soient satisfaites : 

^- Pt)([*]o'~0*[*']o) = 0, c.-à-d. il existe un représentant de [*]o — 0*[*']o 
telle que «q ^st une 2-forme relative. 

2. De plus, «0 a la propriété suivante : 

^P^^'^ {^am{M, E), kam{M, E)) 

+ ^ÏV^'\[ao](i,i), N(i,i)) - Pv[*]i = (5.30) 

où kam{M, e) désigne la classe d'Atiyah-Molino de la variété présymplectique 
{M,w := up) et [ désigne la classe de cohomologie d'une 2-forme rel- 

ative vue comme 1-forme logitudinale à valeurs dans Q* := {TM/E)* = F*. 

Démonstration: D'après les oropositions IS . 2l et 15 . 3l il faut calculer la série formelle 
de 2-formes 7 = Yl'^i ^"^Ir-, voir (|5.24j) : soit x = YlT=o^^Xr la série d'1-formes 
o-i?(rg). En général, soit r^^r G r°°(M, S'^ F* PJ- E*) la composante de de degré 
k par rapport à degsF et de l'ordre r (par rapport au paramètre formel v). Soit 
Sk^r £ r°°(M, S^F*) formée de manière analogue. Puisque est de degré total au 
moins 2 il vient que Si^o = 0. 

71 = QeXi + ^EEl - 
On calcule que ri^i = ôp^{^EFi + dxi) — Oes^i et r^^Q = —pAME — ds^^. Il vient 

72 = dEX2-^PF\^F^i^EFl + dxi) - dEsf^l,ôp^{nEFl+dxi) - ÔEsf^l) 
-J^zPp^ {pAME + dpS^Q, PAME + dES^fi) + ^EE2 - (t>*^2- 
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En passant aux classes de cohomologie, on obtient le résultat. 



□ 



De la proposition 15.31 on peut tirer le cas particulier suivant : 

Théorème 5.4 Soit (p : M M' une application de Poisson entre deux 
variétés symplectiques (M, cj) et (M', tu'). Soit F := KerTcp et E le sous- 
fibré (voir la proposition Soit *' un star-produit sur M' et soit * 
un star-poduit sur M. On suppose que les deux conditions suivantes soient 
satisfaites : 

1. La classe d'Atiyah-Molino kam{M, E) du sous-fibré E s'annule. 

2. Il existe une série Qpp = Yl'^i^^^FFr de 2-formes fermées sur M 
telle que iy^PF = quel que soit le champ de vecteurs V G T°°{M,E) 
et telle que la classe de Deligne [*] de * est égale à 

Alors (f) est quantifiable. 

Démonstration: Puisque la classe d'Atiyah-Molino s'annule, on peut choisir les 
connexions symplectiques V sur M et V' sur M' de telle façon que (p 6st tou- 
jours une application affine et le 1-cocycle d'Atiyah-Molino pame du fibré s'an- 
nule. Dans la construction de Fedosov décrite ci-dessus, il vient que la courbure 
R^F — ~^f{pame) = voir (|5.28|) . Grâce à l'hypothèse 2), on peut choisir 
Q.EF = et Q.EE = (p*^' ■ On choisit la normalisation s-^ = et x = '^{'^e) = 0- 
La formule (|5.29() montre que = 0. Il s'ensuit que 7 = 0, alors il existe deux 
dérivations de Fedosov D et D' qui sont (/)-liées, et est quantifiable d'après le 
théorème 15.21 □ 

Dans le cas où le fibré F s'annule on obtient le résultat suivant dont le cas 
particulier d'un symplectomorphisme est bien connu, voir par exemple [U^ . 
Cor. 9.7. : 

Corollaire 5.1 Soit (p : M ^ M' une symplectomorphisme local entre deux 
variétés symplectiques {M,uj) et {M',ùlj'). Soit *' un star-produit sur M' et 
soit * un star-poduit sur M. Alors (p est quantifiable si et seulement si 

01*1 = M- 

En particulier, si {M,uj) = {M',u!'), * = *' et si (p est un difféomorphisme, 
alors (p est quantifiable en tant qu'automorphisme si et seulement si 

0*M = M- 
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Démonstration: Puisque les deux variétés ont la même dimension, alors le sous- 
fibré F s'annule, et les hypothèses du théorème précédent 15.41 sont satisfaites, alors 
la condition (/)*[*'] = [*] est suffisante pour la quantification de (p. Réciproquement, 
les propositions 15.21 et 15.31 surtout l'éqn (|5.24|) montrent la nécessité de cette con- 
dition. 

Le cas particulier est évident. □ 



5.2 La fibration en espaces réduits locaux 

Soit (M, u) une variété symplectique et z : C — > M une sous-variété 
coïsotrope fermée. Soit t : M ^ C un voisinage tubulaire. Dans ce para- 
graphe on va construire une variété fibrée (p '■ M sur M qui généralisera 
le produit cartésien M x M^ed utilisé pour la réduction des star-produits en 
paragraphe 

Théorème 5.5 Soit (M, eu) une variété symplectique, i : C ^ M une sous- 
variété coïsotrope fermée et t : M ^ C un voisinage tubulaire de C dans M. 
Alors il existe une variété fibrée : E'-'' M sur M telle que : 

1. E'~^ admet une forme symplectique uj'" telle que la submersion soit 
une application de Poisson. 

2. Il existe un plongement j : C E'-'' tel que (p o j = i et que j{C) soit 
une sous-variété lagrangienne de E^ . 

3. Soit E le sous-fibré caractéristique de la variété présymplectique (C, w := 
i*Lj). Si la classe d'Atiyah-Molino de E s'annule, alors la classe d'Atiyah- 
Molino du fibré {Ker Tcj))^ s'annule. 

Démonstration: Soit F un sous-fibré de TC qui soit complémentaire au fibré 
E (i.e. TC = F ® E). Soit V une connexion sans torsion dans le fibré tangent 
de C telle que (F, V) soit adaptée dans le sens du paragraphe 14.31 Soit Exp 
l'application exponentielle de V. D'après la théorie générale des connexions il 
existe un voisinage ouvert W^^^ de la section nulle de TC tel que l'application 
X H- >• (rc(x), £^xp^^(a;)(c)) soit un difféomorphisme sur un voisinage ouvert de la 
diagonale AC := {(c, c) | c G C} dans CxC. Soit W^^^ l'ouvert (r x id)-^W^^^ du 
fibré retiré t*TC sur M. Pour une courbe 7 :]a, 6[— > C (avec a < < 6 et 7(0) = c) 
soit Tp^(t) : TcC T'y{t)C le transport parallèle le long de la courbe 7. Puisque 
la connexion V préserve les champs de vecteurs verticaux (i.e. Vx^ £ T°°{C,E) 
quels que soient X S r°°((7, TC) et V G r°°(C, -E)), le transport parallèle préserve 
le sous-fibré E. Soit VF^^) l'ouvert dans W^^^ défini par 

W^"^^ := {w-\-v e F(BE \ c = Tc{w-\-v) et '^Pt^Expc{tw) 



111 



et soit 1^(2) l'ouvert (r x id^^W^^^ du fibre retiré t*TC sur M. Evidemment, 
M C W^'^\ Alors l'application 

(5.31) 

est bien définie et de classe C°°. Pour (m, Oc) G t*TC, y G T^M et w + v G Fc® Ec 
on calcule 

T{m,Oc)^{y,w + v) = {y,TcTy + w + v), 

et Ô est donc un difféomorphisme local dans un ouvert de W^'^^ qui contient M. De 
la même façon utilisée pour la construction des voisinages tubulaires (voir [75]^. 
on peut rétrécir W^'^^ jusqu'à ce qu'on obtienne un ouvert W^^^ avec M C W^^^ C 
W^'^^ tel que la restriction de $ à tI^(^) est un difféomorphisme sur un ouvert 
de M X C. Soit (resp. g^) une métrique définie positive dans le fibré t*E 
(resp. T*F). D'après le lemme lTTTI il existe hi, /12 G C°°{M,M) à valeurs strictement 
positives telles qu'on a 

M C W 

:= {v = (m, w + v) G T*{F (B E) \ g^{v, v) < /ii(m) et g^{u!, w) < h2{m)} 
C W^^\ 

Alors la restriction de l'application $ (voir l'éq. I|5.31jl ) à W est un difféomorphisme 
sur un ouvert Lf de M x C qui contient (r x id)~^{AC). On regarde la submersion 
surjective t*TC t*F qui consiste en projetant fibre-par-fibre le fibré vectoriel 
T*(F © E) sur le sous-fibré t*F le long du sous-fibré E. Soit ip la restriction de 
cette projection à W. Par construction il vient que l'ouvert 'tlj{W) de t*{F) est 
égal à 

^{W) = {{m, w) G T*F I g^{w, w) < /i2(m)} =: W = W H t*F. 

Puisque t*F est une sous-variété fermée de t*TC, il vient que W est une sous- 
variété fermée de W. Soit ^ : W ^ M x C l'application 

$(m, w) = (m, Exp^^^) {w)) . (5.32) 

Il s'ensuit que la restriction du difféomorphisme ^ : W ^ U kW est égale à $ 
(car c'est le cas 011 la composante f G est toujours nulle en H5.31|) '). Alors 

:= $(VF) = ê(VF) 

est une sous- variété fermée de l'ouvert ?7 de M x C. Soit p : U ^ E^ la submersion 
surjective 

p := $ o -0 o 

Pour tout m £ M, soit t*{F ® E)m la fibre sur m du fibré t*{F © E). Alors 
l'intersection W (~\t* {F @ E)m est donnée par le produit cartésien Wm x W!^ avec 
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Wm ■■= {w G T*{F)m I 9^iw,w) < /laM} et W;^ := {v G r*(^)^ | g^{v,v) < 
hi{m)}. Evidemment, Wm et sont des ouverts dans r*(F)m et T*{E)jn, re- 
spectivement. Soit : Wm X Wm — ^ C la restriction de pr2 o $ à x W^ 
et := ^m(W^m X ^m) ^- Puisque pri o $ est égale à la projection canon- 
ique T*TC M et puisque tous les espaces tangents à la sous- variété Wm x Wm 
sont dans le noyau de l'application tangente de pr\ o $ il vient que ^m est un 
difféomorphisme, donc tous les Um sont des ouverts de C. Puisque Um contient 
r(m) € C il vient que les Um recouvrent C. Donc {Um-,^^i )meM atlas 
de C. Puisque VyF' G T°°{C,E) quels que soient V,V' G ^^{C^E) il vient que 
pour tout c G C la partie Pc := {Expc{v) | v G Zc} (où est une boule ouverte 
de centre G -Ec et de rayon strictement positif suffisamment petit) donne une 
sous-variété intégrale de C dont le fibré tangent est donné par la restriction de E 
à Pc- Par conséquent, {Um,^^)m&M consiste en cartes distinguées de la variété 
feuilletée C : la plaque de {Um, ^m^) passant par c = ^m{w, v) G Um est donné par 
{ém{w,v') I v' G Wm C Em}- On voit rapidement que les fibres de la submersion 
p sont données par 

p~^{p{m,c)) = 

{{m',c') E U \ m' = m et c,c' appartiennent à la même plaque de Um}- 

quel que soit {m, c) G U- Ceci montre que la relation d'équivalence ~ dans U définie 
par "(m, c) ~ {m'.c') lorsque m = m' et c,c' appartiennent à la même plaque de 
Um" a un espace quotient E^ qui s'identifie à E'-' en choisissant l'unique élément 
de l'intersection de la classe d'équivalence [m, c] de (m, c) avec la sous-variété E'-'' . 
On va désigner la projection canonique U — > E'-'' également par p- De plus, puisque 
la restriction de la projection t*F ^ M h W C t*F est une submersion cf)' sur M, 
il en est de même avec <j) ■-= ^' o : E^ M. La variété fibrée 4> '■ ~^ M 
peut donc être identifiée avec <p : E'~^ — > M oii (/>([m, c]) := m quel que soit m E M, 
autrement dit 

(f)o p = pri . 

Ensuite on regarde la restriction de la 2-forme fermée pr^ijj — pr2'cu à l'ouvert U de 
M xC. Visiblement, cette 2-forme est présymplectique et son fibré caractéristique 

consiste en des espaces tangents aux plaques dans tous les Um- Par conséquent, la 
variété quotient E'-'' est munie d'une forme symplectique u:'-'' telle que 

pu = [priu - pr2W)y- 

Soit P la structure de Poisson associée à a; et soit P G T°°{C, A^F) l'unique champ 
de bivecteurs tel que 

ti7''pH = Pj7* et P^w'' = Pf- 

où Pp désigne la projection TC F le long de E et Pp* désigne la projection 
T*C —>■ F* le long de E*- Alors la structure de Poisson P'-' associée à uo'-'' est 
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donnée par P'^ o p = Tp Tp(P(i) — ^(2)) , alors 

Tcl)(S)T^P^ op) = T(0op)0r(,/.op)(P(i) -P(2)) 
= Tpri (g) Tpri - P(2)) 

= P o pn = P o (f) o p, 

et (p est une application de Poisson car p est surjective. 

2. Soit j : C ^ M X C le plongement c i-^ (i(c),c). Alors l'image de j est 
une sous- variété fermée de U et il vient pri o j = i. On définit j : C ^ par 
j(c) := p(j(c)). Alors j est de classe C°° et 

(/(oj = ç!)opoj = pri oj = i, 

donc j est un plongement de C dans -B'-'. Il est évident que j(C) est une sous- 
variété isotrope de la sous-variété présymplectique (î7, (pr^u — pr2'(^)\^'^, alors 
= ]*{pr\uj — pr2Tu)\jj. Par conséquent, 

j*LO^' =fp*uj^ =f{prluj-pr*2w)\(, = 

donc i(C) est une sous- variété isotrope de {E^ ,uj^) et puisque dim£'*^ = dimM + 
dimC — (dimM — dimC) = 2dimC il s'ensuit que j(C) est une sous- variété 
lagrangienne de {E^ ,u}^). 

3. Supposons que kaa4{C, E) = 0. Alors il existe une connexion adaptée (F, V) 
sur C telle que Pf{R{V,X)Y) = quels que soient V G r°°(C,F) et X,y G 
T°°{C,TC) pour le tenseur de courbure -R de V, voir l'éqn H4.38() et le théorème 
14.51 En outre, Vw = 0. Soit V la connexion symplectique sur (M, induite par 
V, voir le théorème 14.31 Alors le produit cartésien M xC est muni d'une connexion 
V définie par V^_^^(y + y) := Vj^Y + VxY quels que soient X,Y e T'^{M,TM) 
et X,Y £ r°°(C,rC). On va noter la restriction de V à l'ouvert Û de M x C 
par le même symbole V. Evidemment, Vlpr^uj — pr2Vj)\jj = 0. De plus, le sous- 
fibré KerT(j) de TU est visiblement donné par pr2E, i.e. par {{Om,Vc) \ {m,c) S 
U, Vc G Ec}. On peut toujours représenter un vecteur tangent Vc G prgi? par 
la valeur en c d'un champs de vecteurs V G r°°(C, -B). Le fibré tangent de U 
se décompose comme TU = pr\TM © pr^^F © pr^-B. Soit Pi la projection sur le 
sous-fibré pr^TM ®pr^F le long du sous-fibré pr^E. Avec X,Y e r°°(M, TM) et 
X,Y e r°°(C, TC) il vient que 

Pi{R{V,X + X){Y + Y)) = Pi{R{V,X)Y) = Pf{R{V, X)Y) = 0. 

D'après le lemme on peut conclure qu'il existe une unique connexion V sur 
E'^ telle que la submersion p est une application affine (car les fibres de p sont 
connexes) . Soit B le sous-fibré KerT(j) de TE'-' et ^ C TE'-^ le fibré orthogonal à B 
par rapport à u;*^. L'équation (f>o p = pri implique que Tp{pr2TC) = Tp{pr2F) = 
B. Puisque p est une submersion on a Tp{TÙ) = TE^. Soit (m, c) G [/ et (z, x) G 
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T{m,c)Û = TmM X TcC. Soit T(^rn,c)Piz,x) G Alors quel que soit {0,v) G 

{pr2E)(m,c) il vient 

= ^pim,c) {T(m,c)P{z, a;), T(„^c)p(0, v)) = {p*uj^)^^^^) [{z, x), (0, v)) 

= Um{z, 0) - roc(x, v) = -Wcix, v), 

alors X e Ec, donc c)p(x) = 0. Alors 

Tp{prlTM) = A. 

La décomposition TU = (pr^TM ® pr-^F) ® pr2-E définit un relèvement hori- 
zontal X' >—>■ X'^ des champs de vecteurs sur aux champs de vecteurs dans 
r°°(C/, {prlTM®prlF)\^). Puisque p est affine on a Tp Vx'hY"" = V^,y'op. On 
calcule que V' préserve A et B car V préserve pr\TAI et pr^^TC . En outre, il vient 
que les tenseurs de courbure de V et R' de V sont p-liés, i.e. Tp R{X'^, Y'^)Z'^ = 
R'{X',Y')Z' o p quels que soient X',Y',Z' G T^{E^\TE^'). Soit (m,c) G Û. 
Soit x' G ^p(m,c) et y', z' G Bp(^rn,c) et soient x G T^M, y,z e TcC tels que 
^(m.c)^!^) = x', T^rn,c)P{y) = v' et T(^m,c)P{z) = z' . Soit Pfi la projcction de TE'^ 
sur B le long du fibré A. Alors 

car R(^^c-^{x,y)z = Rm{x,0)0 + Rc{0,y)z = 0. Alors le 1-cocycle d'Atiyah-Molino 
de la variété présymplectique {E'-'\io'-''\BxB) relatif à V s'annule, donc la classe 
d'Atiyah-Molino kam{E'-^,A) est nulle. □ 

La varictc fibrée E'-'' construite dans la démonstration du théorème précédent 
a comme fibres des 'morceaux locaux des espaces réduits' et est difféomorphe 
à un voisinage ouvert de la section nulle du fibré vectoriel t*F. Cette con- 
struction sera appelée la fibration en espaces réduits locaux sur M. 

5.3 Quantification des sous- variétés coïsotropes à classe 
d'Atiyah-Molino nulle 

Les considérations précédentes permettent de montrer l'existence des repré- 
sentations des star-produits dans le cas particulier important suivant : 

Théorème 5.6 Soit (M, eu) une variété symplectique eti : C ^ M une sous- 
variété coïsotrope fermée de M. Soit E C TC le sous-fibré caractéristique de 
la variété présymplectique {C,w := i*u!). De plus, soit * un star-produit sur 
M et [*] sa classe de Deligne. On suppose que les énoncés suivants soient 

vrais : 

1. La classe d'Atiyah-Molino ham{C,E) s'annule. 
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2. = 0. 

Alors il existe une représentation différentielle de * sur C . 

Démonstration: On considère un voisinage tubulaire r : M — > C de C (où M 
est un ouvert de M qui contient C). De plus, on considère la fibration en espaces 
réduits locaux cf) : — > M, voir le théorème 15.51 Puisque par construction la 
sous- variété C est un rétracte par déformation de M et de la cohomologie de 
de Rham de E*^ et de M est isomorphe à celle de C. Alors la restriction de la 
classe de Deligne de * à M s'annule. D'après le théorème 15. 5( la classe d'Atiyah- 
Molino du sous-fibré {KerTcj))^ de TE^ s'annule car kam{Ct E) s'annule. On 
peut choisir un star-produit *'^' sur E'^' tel que 

D'après le théorème 15.41 il existe une quantification <I> de l'application de Pois- 
son (p, c.-à-d. un homomorphisme différentiel d'algèbres associatives sur IK[[z^]] de 
{C°°{M,K)[[u]],*) dans (C°°(S^, . De plus, d'après le théorème ESI il 

existe un plongement j de la sous-variété coïsotrope C en tant que sous-variété 
lagrangienne de E'-^ avec 4> o j = i. Il vient que 

^ ^ j*^* _ = + - rM = + 0- = 

u \ ^ J ^ 

car jiC) est une sous- variété lagrangienne {^*uf^ = 0) et, par hypothèse, = 
0, donc i*M = 0. Alors, d'après le corollaire 13.21 il existe une représentation 
différentielle de (C°°(iï"~^, ]K)[[i^]], sur la sous-variété lagrangienne jiC) de 
E'^ . Puisque la restriction / ^ /l^j de C°°(M,K) dans C°°(M,IC) induit une 
homomorphisme différentiel de star-produits, l'application p : C°°(M, lC)[[i/]] — > 
D(C°^(C,lC),C°°(C,IC))[[i/]], définie par 

:=p^($(/|^)) 

est une représentation différentielle de * sur j(C), donc sur C . □ 
On y voit le cas particulier suivant, déjà traité implicitement dans [TÏÏj . 
Lemma 27 et Theorem 32 (où la transformation d'équivalence S apparaît 
comme déformation de l'application de restriction i) : 

Corollaire 5.2 Soit {M,u) une variété symplectique et ^ : G x M ^ M 
l'action propre et symplectique (^gUJ = u "ig & G) du groupe de Lie connexe 
sur M. Soit g l'algèbre de Lie de G et soit J : M ^ g* une application 
moment pour l'action de G. Soit une valeur régulière de J et soit la sous- 
variété coïsotrope G := J^^(O) de M non vide. Alors il existe un star-produit 
représentable sur M. 
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Démonstration: Il est clair que l'action de G préserve C et y est propre. D'après 
le corollaire 14.41 la classe d'Atiyah-Molino de la variété feuilletée C s'annule, et le 
théorème précédent 15.61 s'applique. □ 



6 Exemples 

6.1 Le fibre cotangent du 2-tore 

L'exemple qu'on va discuter dans ce paragraphe se trouve plus ou moins 
dans p.135-137] : Soit M := T*T^ donnée par {{é^, e'^,p, J) E x x 

I (p,ip,p, J E M} munie de la forme symplectique d(p A dp + dip A dJ. On 
considère la sous-variété de codimension 1 (alors coïsotrope) 

C := {{e''^,e'^,p,J) e M \ J = 0}. (6.1) 

L'idéal annulateur X est visiblement donné par 



J = C~(M, K)J= {fj G C°°(M, K) I / G C°°(M, K)}, (6.2) 
son normalisateur A/'(X) par 

Afil) = |/ G C°°(M,K) I 1^ = = + J, (6.3) 

et l'espace réduit Mr est symplectomorphe à T*S^ donné par {{e'^'^,p) G 
S*^ X M I </},p G M} et muni de la forme symplectique canonique dip A dp. Soit 
fXM : C°°(M, K) ® C°°(M, K) C°°{M, K) la multiphcation point-par point, 
et on considère d'abord le star-produit 



*=;,^,oe-^^(é<+^®w). (6.4) 

Ceci est le star-produit sur T*T^ de type standard, voir l'éqn ()2.12|) . donc 
la classe de Deligne de * s'annule. On voit toute suite que * est un star- 
produit adapté à C qui est projetable, donc le commutant de la représentation 
p{î)'i*9 = i*{f * g) est isomorphe à [C°°{Mr, K)[[h']],*r) avec 



AtMr°e '^"y.sp'^av) . (6.5) 



où fiM^ désigne la multiplication point-par-point dans C°°{Mr,'K). 
On considère maintenant la transformation d'équivalence 5* 

S := e^'^P^ (6.6) 
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En utilisant le fait que p-^ est une dérivation de la multiplication point-par- 
point et les identités 

d 



d d 



d 



-, -, - - d d 

p— ®id + id® p— , ^ ® ^ + ^ ® ^ 
oJ oJ dp Oip oJ dtp 

d . , . , d d d 

p— (^id + id® p— , ^^TT- 



on montre que le star-produit *' := S{*) est donné par 



d_ d_ 

dJ d(p 



(6.7) 



Visiblement, *' est également adapté à C. En choisissant ^^(e*'^, e"^,p, J) = 
Jé^ et /i(e*^, e'^.p, J) = e'^ on a g e I C 7V(J) et h e Mil), mais 

{g *' h){ip, ij,p, J) = {J- 4u')e'^^+^^ ^ Mil), 

donc *' n'est pas projetable. En outre, on voit que la représentation p' de 
*' définie par p'{f)i*g = i*{f *' g) a un commutant très petit : soit h un 
élément de l'idéalisateur de X[[z/]] par rapport à A/'*'(X) (voir l'éqn ()3.5j) ). 
En particulier on a 



di*h di*h 
alors — -— = 2ih'- 



Ceci donne 



di*ho 

dip 
di*hi 
dijj 



2i 



di*ho 



(6.8) 
(6.9) 



di*h 



dip 



2i- 



.di*hr 



dip 



(6.10) 



Evidemment, l'éqn ()6.8p implique que z*/io ne dépend pas de ijj. Dans l'éqn 
()6.9p . l'intégration sur (paramétré par ip) fait disparaître le membre de 
gauche, tandisque le membre de droite est multiplié par 27i. Il s'ensuit que 
i*hQ ne dépend pas non plus de ip. Alors le membre de droite de l'éqn ()6.9|1 
s'annule, alors i*hi ne dépend pas de ip. Par récurrence, il s'ensuit que toutes 
les fonctions i*hr ne dépendent ni de ip ni de ip. Il est clair que si i*h = P*h 
[où h G C°°(]R, K)[[î/]] et P : C ^ M est la projection sur la variable p le long 
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de (j) et ip), alors i*J *' h = 0. 

D'un autre côté, puisque *' est adapté les éléments de X[[z/]] sont de la forme 
gj = g *' J. Donc si i*h = P*h, alors J *' h & 2r[H], et puisque X[[î/]] est un 
idéal à gauche il vient que (gJ) *' h = {g *' J) *' h = g *' {J *' h) G donc 
h G A/"*' (X) . Par conséquent 

Hom(,,,,,)(C,C) ^ (M,(J)/J[H])°PP ^ C°°(R,K)[[z/]], 

et ceci peut être regardée comme une sous-algèbre commutative propre de 
(C°°(T*S^,K)[[i']],*r) qui n'est donc pas isomorphe à une déformation de 
l'algèbre réduite. 

Finalement, le même phénomène du trop petit commutant arrive quand 
on choisit un star-produit avec une classe de Deligne non nulle, par exemple 

>K = ^jyj o e \ap'^ 3ip ^ aj^^di> dp'/ _ 

La classe de Deligne de *" est un multiple non nul dans K[[ï/]] de la classe 
[dip A dip]- On obtient les mêmes équations pour le calcul du commutant que 
pour en remplaçant y? par p dans les équations ()6.8|) . ()6.9|) et ()6.10|) . alors 
on reste avec les fonctions de la variable ip, donc 

Hom(,,,,»)(C,C) = (M.(J)/J[H])°PP - C^{S\K)M. 

6.2 Encore l'espace projectif complexe comme réduc- 
tion quant ique . . . 

Dans ce paragraphe, je vais rediscuter l'exemple de l'espace projectif com- 
plexe en tant que variété réduite pour illustrer des star-produits réductibles. 
La construction a été déjà faite dans [211, [201 et |lU8j ; ici j'ajoute la con- 
struction des star-produits adaptés. 

On considère la variété M := C"+^ \ {0} (munie des coordonnées com- 
plexes z := {z^, . . . , z""*"-^) et la forme symplectique u; := | Ylk=i dz'' A dz^). 
Soit TT la projection canonique de M sur l'espace projectif complexe CP(n) 
comme espace quotient de l'action du groupe C \ {0}. Soit a; : M ^ M la 
fonction z := Ylkta^'^z^- Soit C la sous-variété {z E M \ x{z) = 1} 

qui est coïsotrope parce qu'elle est de codimension 1. Il est bien connu que 
la variété symplectique réduite Mj-ed = C/JF est donné par l'espace projectif 
complexe, et les fibres de la projection canonique p : C ^ Mj-ed coïncident 
avec les orbites de l'action du sous-groupe U{1) de C\{0} sur C. On considère 
le star-produit suivant sur M pour F,G e C°°{M,K)[[\]] : 

/ ^ y\ / J c)z^^ ' ' ' dz^^ dz^^ ' ' ' dz^^ 

r=0 ' ii,...,ir=l 
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où on a utilisé le paramètre formel A := —Aiu de j2I]. Une fonction R dans 
C°°(M, K)[[A]] est dite radiale lorsqu'il existe une fonction ip G C°°(]R"'" \ 
{0}, K) [[A]] telle que i? = y. o x. Soient E := ^'^e et È := ^'Jf 

deux opérateurs d'Euler. On voit facilement que i{E — E) est le champ de 
vecteurs fondamental de l'action de U{1) sur M et que + ^) s'identifie 
avec x-^ quand on écrit M = (M"*" \ {0}) x C et utilise x comme variable le 
long du premier facteur. On calcule 

r=0 îi,...,ir=l 

E^-w'((;^)'^)w|^((-w)- (6.13) 

r=0 ■ ^ ^ 



En particulier, pour deux fonctions radiales Ri = ipi o x et R2 = f2 ° x on 
obtient 



r=0 



avec la notation de jm p. 361]. Soit D = 1 + ^^^^ A^'ci^ une série formelle 
dans IK[[A]]. Dans le même travail 21j on avait montré l'existence d'une série 
Sd d'opérateurs différentiels sur IR+ \ {0} qui établie un isomomorphisme 
entre -k et la multiplication point-par-point, i.e. qui est telle que 

Sd{<^1 * <^2) = {SDfl){SDf2)- (6.15) 

Sd est définie par son symbole, c.-à-d. par ses valeurs sur des fonctions ex- 
ponentielles : soit a G K et 60,(0;) := e"^, alors 

Sni^a) = ez)ln(l+Aa)/A et Sj^^^Ca) = e(exp(Aa/D)-l)/A , (6.16) 

voir |2I] et [20] pour des preuves (dans fIT\ la série D pouvait dépendre de 
X, ce qu'on ne fait pas ici pour avoir une formule explicite pour S"^^). Si l'on 
remplace dans l'éqn ()6.15p ipi par S'^^((^) et ip2 par on obtient l'équation 
de séries d'opérateurs différentiels sur \ {0} 

{eDHi+Xa)/x{x))-^SD o ^ Q^, o ^d' = id- (6.17) 

r=0 

Si l'on regarde a comme un paramètre formel dans cette équation, alors les 
coefficients de a"^X^ sont des opérateurs différentiels sur M"*" \ {0} dont les co- 
efficients sont des fonctions rationnelles en x. Cette sous-algèbre d'opérateurs 
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différentiels est isomorphe à l'algèbre A engendrée par des mots et rj 

avec les relations = 1 = rjÇ, — Ç^t] = 1 et rj^~^ — i'^rj = 

oh on a identifiée ^ avec x et rj avec Mais on peut également envoyer 
les générateurs ^, et r] sur x, x~^ et l'opérateur dans l'algèbre des 
opérateurs différentiels sur M parce qu'on a les mêmes relations, surtout 
^E{xF) — x{^E{F)) = F : par conséquent, l'équation ()6.17|) est toujours 

satisfaite pour l'opérateur Sd ovl on a remplacé ^ par ^E (et non pas par 
^{E + È) comme dans [21] )• H vient 

(eDin(i+AQ)/A(a;))"^5'z5 o ^ ■ — [-E\ oS'^i = id, (6.18) 

et donc 

Sd{F *ieaOx)) = {SDF){SD{eaOx)) (6.19) 

quels que soient F G C°°(M, K)[[A]] et a G K. Il s'ensuit que pour le star- 
produit *£) défini par Sd{*) on a 

Fîzjiî = FR 

quels que soient F G C°°(M, ]K)[[A]] et radiale. En particulier 

F*d{x-1) = F{x-1), 

alors l'idéal annulateur X[[A]] de C (dont les éléments sont des multiples de 
(x — 1) (voir par exemple |2I])) est un idéal à gauche pour donc *£, est 
un star-produit adapté à C. 

De plus, puisque x est f/(l)-invariant et ^E commute avec Y = i{E — È) il 
vient que la transformation d'équivalence Sd est f/(l)-invariante. Il s'ensuit 
que *D est ?7(l)-invariant parce que * l'est. Par conséquent, le sous-espace 
C~(M, K)^(i) [[A]] de toutes les séries formelles à coefficients dans l'espace des 
fonctions f/(l)-invariantes sur M est une sous-algèbre par rapport &,*£>■ En 
outre, puisque ^Ef = ^{E + È)f pour toutes fonction ?7(l)-invariante /, 
il s'ensuit que le star-produit *d restreint à C°°(M, K)^*^^) [[A]] coïncide avec 
le star-produit * défini dans H est clair que l'idéalisateur de Lie de X, 
A/'(X), coïcide avec 

Àf{I) = C~(M,K)^(^) +X 
et puisque pour tout / G C°°(M, K)^(i)[[A]] on a d'après |2I] 

{x-l)iof = {x-m = {x-l)fel[[X]] 

il vient que A/'(X)[[A]] est une sous-algèbre de (C°°{M,K)[[X]],*d), alors *d 
est un star-produit projetable. Puisque 

Ar(X)/X = C°°(M,K)^(iV(C°°(^,Œ^)^^^^ nX) =C°°(CP",K) 
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et la restriction du star-produit à C°°{M, K)^*^^)[[A]] coïncide avec * défini 
dans il s'ensuit que l'algèbre quotient C°°(CP", ]K)[[A]] est munie d'un 
star-produit réduit *^ qui est égal au star-produit *^ de |in8j (pour D ar- 
bitraire et fi = —1). Pour le cas D = 1 ce star-produit réduit apparaît 
également dans [21] • Si D D', alors les star-produits réduits *^ et *^ sont 
non équivalents (voir par exemple |lU8j pour une démonstration). Puisque 
iïJ^(CP"', K) = K il vient que l'ensemble de toutes les classes de Deligne des 
star-produits sur CP" est en bijection avec toutes les séries formelles D. 

On a donc le phénomène suivant : bien que -pour D ^ D'- les deux star- 
produits projetables *d et *d' soient équivalents, ils ne le sont pas par rapport 
à une transformation d'équivalence adaptée selon la proposition 13. 4[ Pour le 
changement de transformations d'équivalence Sei'S]^^ on voit explicitement 
qu'elle ne préserve pas l'idéal annulateur : on calcule 

So'S^j'ea = eo^ (6.20) 

D 

alors, avec *d' = •S'ij' (5*^^ (*£>)) , on voit aisément que 
alors (puisque Ex = x) 

Sd'S^^x) = ^x, (6.22) 
et finalement pour tout F G C°°(M, K)[[A]] on a 

Sn'S^'iF (x-1)) = {Sd'S^\x){F)){^x-1) (6.23) 

grâce à l'éqn ()6.2H) et le fait que E est une dérivation pour la multiplica- 
tion point-par-point. Ceci montre pour ce changement de transformations 
d'équivalence que l'idéal annulateur n'est pas préservé, car x — 1 est envoyé 
sur (D'x/D) — 1 qui n'appartient pas à X[[A]] pour D ^ D' . 

On voit aussi que le théorème 13. 21 et son corollaire 13. Il ne s'appliquent pas 
à cet exemple car 

Hl{S^^+\K) = Hl^{S\K) = K ^ {0}. 

7 Problèmes ouverts 

Les problèmes suivants me semblent intéressants : 
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1. Chaque morphisme de star-produits est-il différentiel (compare la défi- 
nition l?!^ ? J'ai l'impression qu'il devrait y avoir des réponses positives 
au moins pour des applications de Poisson M' — ^ M 'bien comportées' 
par une construction ordre-par-ordre en utilisant l'équation de mor- 
phisme et le théorème de Hochschild-Kostant-Rosenberg (voir par ex- 
emple jnni, iSOj, [lOT] . [Sni, inSI) pour la cohomologle de Hochschild de 
C°°(M,K) à valeurs dans C°°(M',K). 

2. Chaque représentation de star-produits sur C°°(C, ]K)[[î/]] est-elle diffé- 
rentielle (compare la définition 12 .61) ? J'ai la même impression que pour 
le problème précédent : l'identité de réprésentation pose un problème 
cohomologique ordre-par-ordre ; et il s'agit de calculer la cohomologie 
de Hochschild de C°°(M,K) à valeur dans T>^{C^{C,K);C^{C,K)). 

3. Pour le problème général persévérant de quantifier les applications mo- 
ment, je ne connais pas d'exemple pour la situation assez élémentaire 
suivante : soient /o et go deux polynômes sur M^" (muni de la struc- 
ture symplectique canonique) dont les différentielles ci/o et dgo soient 
indépendants sur un ouvert et qui commutent par rapport au crochet 
de Poisson, i.e. {fo.go} = 0. Trouve-t-on toujours un star-produit 
* sur R^" et des termes d'ordre supérieur /i, . . . et gi, . . . tels que 
f * 9 - 9 * f = pour / := YlT=o ^'^ fr et g := E^o ou y a- 
t-il un contre-exemple ? 

4. Je ne connais pas d'exemple concret non plus pour une sous-variété 
coïsotrope fermée C d'une variété symplectique (M, u) telle que l'ob- 
struction ()4.45j) du théorème l4.(il -qui implique la classe d'Atiyah-Molino 
du feuilletage de C- ne soit pas nulle pour tout choix de 2-formes 
fermées aç, et ai. 

5. Même problème pour la quantification des morphismes de Poisson entre 
deux variétés symplectiques, comparer l'équation ()5.30|) du théorème 
15.31 : il faudrait construire un exemple concret. 
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